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Losungsskizze
1. Aufgabe 11 Punkte
1 -1 1 o - 2 - 1 ‘
Gegeben seien die Matrix A := | —1 2 1 | € R*>3 unddie Vektorenb; := | -2 |,by:=| 1 | € R3.
1 -1 1 3 1
(a) Bestimmen Sie die normierte Zeilenstufenform der erweiterten Koeffizientenmatrix [A bl}
(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des reellen linearen Gleichungssystems AZ = by .
(c) Sind die Spalten von A linear unabhéngig?
(d) Bestimmen Sie Bild(A) und die Dimension von Bild(A).
(e) Gilt by € Bild(A)? Gilt by € Bild(A)?
(a) (3 Punkte)
. 1 -1 1 —_ -1 112 R 1 0 3]0
Alb]=] -1 2 1] -2 1 2o | 225 10 1 20
1 -1 1] 3] ™ o o of1] " oo 0f1

(b) (2 Punkte)
Rang(A) = 2 # 3 = Rang([A]b1]), da nach a) zwei bzw. drei Képfe in der NZSF von A bzw.
[A|b1]. Die Losungsmenge ist also £ = ().

(¢) (1 Punkte)
Rang(A) = 2 < 3 = ,,Anzahl der Spalten von A“. Die Spalten von A sind folglich linear abhiingig.

(d) (3 Punkte)
Da nach a) in der NZSF von A in der ersten und zweiten Spalte Képfe sind, sind die ersten beiden
Spaltenvektoren von A linear unabhingig und bilden ein Erzeugendensystem von Bild(A). Somit

ist Bild(A) = span{

1 -1
-1 1 , [ 2 ] } und dim(Bild(A)) = 2, da der Teilraum von zwei linear
1 -1

unabhéingigen Vektoren aufgespannt wird.

(e) (2 Punkte)
Nach b) hat AZ = by keine Losung. Somit ist b; & Bild(A).
by ist der dritte Spaltenvektor von A und ist somit im Spann der Spalten von A enthalten, welche
ein Erzeugendensystem von Bild(A) bilden. Es gilt also by € Bild(A).

2. Aufgabe S0 11 Punkte
Gegeben sei die Matrix B := | 1 2 -1 | e R33.
2 =2 1

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom pp von B.
(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B sowie die jeweiligen algebraischen Vielfachheiten.

(¢) Ist B diagonalisierbar?

(a) (3 Punkte)

3—A 0 0
pe(A) =det(B — Al3) = det 12— -1
2 -2 1-2A
Laplace 2— A -1
1.Z:eile(3_>\).det<[ -2 1*>\D

= (B-N[EZ-N1=-X) =2 =3-NA2=3))=-A3-A)?
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(b)

(3 Punkte)

Die Eigenwerte von B sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms pg: A1 = 0, Ag/3 = 3.
Die algebraische Vielfachheit von A; ist 1, die von A/3 2, da A; eine einfache und Ay/3 eine
doppelte Nullstelle von ppg ist.

(5 Punkte)
B ist diagonalisierbar, falls die algebraische gleich der geometrischen Vielfachheit fiir alle Eigen-
werte von B ist.
Die alg VFHen der Eigenwerte sind aus b) bekannt. Da fiir jeden Eigenwert die geom VFH kleiner
gleich der alg VFH, aber mindestens 1 sein muss, ist die geom VFH von \; gleich der alg VFH,
némlich 1.
Fur )\2/3 gllt
0 0 0

geom VFH (Ay/3) = dim(V}, ,) = dim(Kern (B — 313)) = dim(Kern ; —; —; 1))

1 -1 -1

el dim(Kern 0 0 O ) = 2, da zwei Spalten ohne Kopfe in einer ZSF.
IIT—-2I1 0 0 0

Also ist auch fiir Ay/3 die alg VFH gleich der geom VFH und B somit diagonalisierbar.

3. Aufgabe 10 Punkte

Gegeben sei die lineare Abbildung F : R? — R<q[z] mit { (Z) } — (a4 b)x — 2b.

(a)
(b)
(c)

Bestimmen Sie Kern(F').
Ist F bijektiv?

Ist F invertierbar? Falls F' invertierbar ist, bestimmen Sie die zu F inverse Abbildung F~!

(a)

(3 Punkte)

Fiir den Kern von F gilt: Kern(F) = {# € R*| F (&) = 0}.

F([ . ]) = (a+b)z —2b= 0z +0

Koeffizientenvergleich ergibt das LGS: a + b = 0 und —2b = 0. Aus der zweiten Gleichung folgt
b = 0 und dies in die erste eingesetzt, fithrt zu a = 0.

Somit gilt: Kern(F') = {[ 8 ]}

(3 Punkte)

F ist injektiv, da nach a) Kern(F') = {6}

Aus dem Dimensionssatz folgt, dass dim(Bild(F)) = dim(R?) — dim(Kern(F)) = 2 — 0 = 2. Also
gilt dim(Bild(F)) = 2 = dim(R?) und F ist somit auch surjektiv.

F ist bijektiv, da injektiv und surjektiv.

(4 Punkte)
F ist invertierbar, da nach b) bijektiv.

F71 i Req[z] — R? mit az + b+ [ TZ ] wobei gilt: F(F~!(ax + b)) = ax +b.

m

F(F~(ax + b)) :F<[ " ) =(m+n)xr—2n=ax+b
Koeflizientenvergleich ergibt folgendes LGS: m +n = a und —2n = b. Aus der zweiten Gleichung
folgt n = —g und dies eingesetzt in die erste Gleichung ergibt m = a + g

b
Also ist F~!(az + b) = [ a_+§2
2

4. Aufgabe 12 Punkte

Gegeben sei die lineare Abbildung G : R® — R”, von der Folgendes bekannt ist:

(L)1

|

)L el )1
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0 2 1

Eigenvektoren von G zu den Eigenwerten —1 bzw. —2 sind.

1 0 2
(a) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Gg von G bzgl. der Basis B := { [ 1 ] , [ 1 ] , [ 2 ] } des R3.

1 -2
(b) Zeigen Sie, dass [ 1 ] und [ —1

0 1
~ —1
(c) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem: Z;’(f) = Gyl(t) fir 4o = ¥(3) = [ (1) 1 .
(a) (6 Punkte)
Fiir die i-te Spalte von Gp gilt: Gg(€;) = K5(G(K5'(€;))

GB@):KB<G<K,;1<€1>>=KB<G<[iD)ﬂ@Q—ﬂ):—m(“]):—a:[3]
Gp(e2) = Kp(G(Kg'(é)) = Ks(G ]
(L) (] |
Kp 1 + Kp 2 1
2 1
2 2 0 2
Gs(@) = Kp(G(Kg'(&)) = KB(G<[ f ])) = KB([ ; ]) = Kp (3 l ; ] - [ f ]) =
(L)) -e(L3])-smme- [ 2]
skg || 1| ) —Ks(|2])=3c-a=| 3
2 1 -1

Also ist die darstellende Matrix von G bzgl. B: Gg =

— NN
—_—
N—

Il

ot

+

oot

Il
| ——— N R )

(b) (4 Punkte)

1] -1 1 1
G 1 =| -1 |=-1]| 1| Alsoist | 1 | Eigenvektor zum Eigenwert —1.
0 ] 0 0 0
-2 0 2 0 2 2 —2
G -1 =G 1| =1 2 =G 1 -G 2 =13 |- 1
1 2 1 lin. 2 1 3 5
4] -2 -2
= 2 | =-2| -1 | Alsoist | —1 | Eigenvektor zum Eigenwert —2.
-2 1 1

(¢) (2 Punkte)
1 -2 1 —2 -1
1 [ und | -1 | sind nach b) Eigenvektoren von G. Dagilt 1| 1 |+1| -1 | = 0 | = o,
0 1 0 1 1

ist g als Linearkombmination von Eigenvektoren von G darstellbar. Fiir ¢(¢) gilt dann:

-2 e3—t _ 266—275
y(t) = 1e—1(t=3) 4 1e—2(t=3) [ 1 ‘| — [ e3—t _ 62t ]
1 e6—2t

5. Aufgabe 8 Punkte

Gegeben sei der euklidische Vektorraum R? ausgestattet mit dem Skalarprodukt
ai b1 o 1 1
<{ o } , { by }>s = Ea,lbl + é(l,gbg.

(a) Zeigen Sie, dass der Vektor [ 7% } bzgl. des gegebenen Skalarprodukts (-, -); normiert ist.

1
1
0

. L r - : 1 N .
(b) Bestimmen Sie einen Vektor ¥ € R?, sodass C := { [ _9 } ,7:} eine Orthonormalbasis des R? bzg].

(-, )s ist. Bestimmen Sie den Koordinatenvektor von %z_’ bzgl. der Basis C.
N . Y 2 PR ~ — — <17~I>s — . - . .
(c) Seien &, ¥, 7 € R® mit ¥ # 0 und 2 := y— 72 Z. Zeigen Sie unter Verwendung der Eigenschaften
%),
eines euklidischen Skalarprodukts, dass die Vektoren & und 2 orthogonal sind bzgl. (-, -)s.
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(a)

(b)

(1 Punkte)
[ _; } ist bzgl. (-, -)s normiert, falls gilt: ([ _; } , [ _; :|>5 =1
=1

(2] [ p-desbeor-4ed

(4 Punkte)
C ist orthonormal bzgl. (-, -), falls die Vektoren in C jeweils normiert und orthogonal sind. Nach

a) ist [ _; } normiert. Weiter muss gelten fiir ' := [ Z; }:

1
<[ _92 } a[f); :|>S:%/U1+%(_2)’U2:%U1_iUQZOUHd
(5] (3=t

Aus der ersten Gleichung folgt v, = %’Ug. Dies in die zweite Gleichung eingesetzt ergibt:

N =

2 \2
eine Orthonormalbasis des R? bzgl. (-, -)s.

Der gesuchte Koordinatenvektor ist: (%717)6 = [ g }, da 0 [ _; } + %717: %717.
7

1 (lvg)Q + %v% =1 vy = £2. Fiir v = 2 ist dann vy = %~2 = 1. Somit ist C z.B. fiir ¥ = [

}

o

(3 Punkte)
Z und 2 sind orthogonal, falls gilt (Z, Z); = 0.
g — 57 <'yvf>5
(T, Z)s nach Aufg. (T, 9 (7.%)
ad(itiv <£L’, ?7)5 B <£E’
= <f7 g}s -

homogen

Z)s

s

,\
<y

8y
-

Z)s

symmetr.

6. Aufgabe 8 Punkte

(a)
(b)

Zeigen Sie, dass M := {;1 € R??|det(A) = 1} kein Teilraum des R*? ist.

2 9«
a , 72 } ‘(1,[) € R} des R?%2.

Gegeben sei der Teilraum N := { { 0

(i) Priifen Sie, ob By := {{ 20 } , { 8 (1 }} eine Basis von N ist.

(ii) Priifen Sie, ob By := {{ ‘0 1

N
[E—
—
o N
o

) } } eine Basis von N ist.

(a) (2 Punkte)

I, € M,dadet(l3) =1-1—-0-0=1, aber 0I3 ¢ M, da det(02) = det(0) =0-0—-0-0=10 # 1.
M ist kein Teilraum des R?:2, da nicht abgeschlossen bzgl. Skalarmultiplikation.

(b) (6 Punkte)

0 a-0» 0 O
gleich: 2a =0< a=0,b=1und a — b =0 < a = b. Die zweite in die dritte Gleichung
eingesetzt ergibt a = 1. Dies ist ein Widerspruch zur ersten Gleichung. Somit ist B; keine
Basis von N, da kein Erzeugendensystem.

(i) By € N, da [ 8 (1) } ¢ N. Aus [ 2a b } = [ 01 ] folgen durch Komponentenver-

(ii) Eine Basis ist ein linear unabhéingiges Erzeugendensystem. By ist linear unabhéingig, da die
beiden Matrizen in Bs, keine Vielfachen voneinander sind. Bs ist ein Erzeugendensystem von
N, falls span By = N:
1
0
1
0

span By

([ 110

:{al[g [1)}+a2[(2) }|a1,a2€R}
:{[ 2(oc1+042()) Zi ] ‘0417O[2€R}

:{{28 a_Z}M,bER} (mit a := a3 + a2 und b := ay)

Also ist By eine Basis von N.



