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1. Aufgabe 06 a6 o 10 Punkte
Gegeben sei die Matrix A:= | 0 0 1 3 0 |cR3

1 -2 -1 =2 0
(a) Bestimmen Sie die normierte Zeilenstufenform von A.
(b) Bestimmen Sie eine Basis von Kern(A).

Bestimmen Sie eine Basis von Bild(A).

(a) (3 Punkte)

3 -6 -3 -6 =2 LTI 1 -2 -1 =2 ——— -2 -1 =2 0
A=1| 0 0 1 3 ol ==1o0o0 0 1 3 0 ~ 0 0 1 3 0
1 -2 -1 =2 0 3 -6 -3 —6 =2 0 0 0 0 -2
-2 0 1 0 1 1 -2 0 1 0
I+11 —§IH
013 0|—-2%]0 0 1 3 0]|=NZSF(4)
0 0 0 0 =2 0 0O 0 0 1

(2 Punkte)
Ausgehend von der NZSF in a): Die Kopfvariablen sind x1,z3, x5, die Nichtkopfvariablen o, x4
parametrisieren die Losungsmenge. Setze: x5 1= s, x4 :=t € R. Dann gilt fiir die Kopfvariablen:

x1 =28 —t, x3 = =3t und x5 = 0. Somit ist eine Basis von Kern(A) gegeben durch:
2 -1
1 0

BKern(A) = 0 ) -3
0 1
0 0

(¢) (2 Punkte)
Eine Basis von Bild(A) wird durch die Spalten der Matrix A gebildet, bei denen in der NZSF ein

-3

L
-1
(3 Punkte)
Nach c) sind in einer Basis von Bild(A) drei Vektoren. Somit ist dim(Bild(4)) = 3 = dim(RR?).
Also ist A surjektiv .
Ebenfall nach c) ist dim(Kern(A4)) = 2 > 0. Somit ist A nicht injektiv.
Da A nicht injektiv ist, ist A auch nicht bijektiv.

3
Kopf steht. Nach a) sind dies die erste, dritte und fiinfte Spalte von A. Somit ist { [ 0 ] ,
1

eine Basis von Bild(A).

2. Aufgabe 4 4 0 11 Punkte
Gegeben sei die Matrix B := { 0 0 1 ] € R33
0 0 4

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B sowie die zugehorigen Eigenrdume.

(
(b) Ist B diagonalisierbar?

. ST TR . 1t
(d) Bestimmen Sie die Lésung des Anfangswertproblems <% (t)

(c) Ist B invertierbar? |
dt [ ‘|
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(a) (6 Punkte) Da B eine obere Dreiecksmatrix ist, stehen die Eigenwerte auf der Diagonalen. Es
folgt, dass A\; = 0 und \y/3 = 4 die Eigenwerte von B sind.

Fiir den Eigenraum zum Eigenwert \; gilt:

4 40 11, T11-411 110
Vi, = Kern {B} = Kern 0 0 1 *7'=  Kern 0 0 1
0 0 4 0 0 O

-1
= span 1 . Fiir den Eigenraum zum Eigenwert Ay /3 gilt:
Vi,,s = Kern {B — Agy3 Ig} = Kern{ l

Jjretwe[41])
[ 4])

(b) (2 Punkte) B ist diagonalisierbar, falls fiir alle Eigenwerte die algVFH gleich der geomVFH ist.
Nach a) ist die algVFH von \y/3 2, die geomVFH von \y/3 ist jedoch nur 1, da der zugehorige
Eigenraum eindimensional ist. B ist folglich nicht diagonalisierbar.

o oo
o ke
o = O
o oo
S O
o = O

(¢) (1 Punkte) B ist invertierbar, falls bijektiv. Ein Eigenwert von B ist 0. Der zugehérige Eigenraum
ist gerade der Kern von B, denn V) ,—g = Kern(B — 0 - I3) = Kern(B). Dieser ist nach a)

eindimensional. Somit ist Kern(B) # {6} und B also nicht injektiv. Da B nicht injektiv, folglich

auch nicht bijektiv ist, ist B nicht invertierbar.

1
(d) (2 Punkte) Losung des AWPs mit der Eigenwertmethode. Wir stellen | 1 | als Linearkombi-

0
1 -1 1
nation von Eigenvektoren dar: | 1 | = 1| +2]| 0 |.Als Losung des AWPs folgt: y(t) =
0 0 0
-1 1 -1 1 —1 4 2e*+(t=2)
60-(t72) 1 + 264-(1572) 0 — 1 + 2e4~(t72) 0 — 1 .
0 0 0 0 0
3. Aufgabe ) 10 Punkte

" 0 1 8 —« —|
. . —2 x 4 8
Fiir den Parameter o € R sei C := . °.
0o -1 0 1
0 2 4 -1
a) Berechnen Sie die Determinante von C' mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz.

Fiir welche o« € R ist C invertierbar?

(a)

(b) Fiir welche « € R sind die Spalten von C' linear abhéngig?
(©)

(

d) Berechnen Sie fiir @ = 3 die Determinante von 2C.

(a) (4 Punkte)

0 4 8 —« 4 8 —a
det(C)=det [ | 2 S 2 T ||= 2det<l—1 0 1D
0 2 4 -1 2 4 -1

Entwicklung nach der ersten Spalte

=2 1det ([ § T3 ])+2-(-0-det([ 5 §]) =2-8+4a)+0=8a~16.

Entwicklung nach der zweiten Zeile

(b) (2 Punkte) Die Spalten von C sind genau dann linear abhingig, wenn die Determinante von C
0 betragt, also genau dann, wenn o = 2.

(¢) (2 Punkte) C ist genau dann invertierbar, wenn die Determinante von 0 verschieden ist, also
fiir alle o € R, a0 # 2.

(d) (2 Punkte) Nach a) ist fiir o = 3 ist det(C) = 8. Somit ist det(2C) = 2*det(C) = 16 - 8 = 128.
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4. Aufgabe

Gegeben seien der Vektorraum V := { Ace R212|A obere Droiocksmat,rix} mit der Basis

5={[0 1

[ 1o
[~

und die lineare Abbildung

a b
L:V =V, {0 ’

(a) Bestimmen Sie die darstellende Matrix von L bzgl.

2

(b) Priifen Sie, ob [ (1) 0

} ein Eigenvektor von L ist.

J[7

-1 0

I}

—a

—2a
0 2a —b+2c |-

der Basis B.

Falls ja, zu welchem Eigenwert?

10 Punkte

(c) Geben Sie die vollstéindige Abbildungsvorschrift der inversen Koordinatenabbildung Kz b an.

(a) (6 Punkte) spaltenweise Bestimmung von Lg:

b - b5 e ~ (1 5 4 1)) (3 3]) = e 3 1)
. 2
(3 1)) -2 [ 1]
Lty = Ks(L(Kg @) =Ks (L([ 5 1]))=rs([ & 3 ])=rs(3]§ ]-1[4
s ([ 1)) -1ms ([ 3]) a-- | 1|
Leds = Ka(L(Kz @) =Ks (L(| 5 5 ]))=Ks([o 3])=Ks([0 §]+[0 1])
([ 1)) eme ([ 3])-eean | 1]
2 3 1
Lg—lo -1 1
0 0 0
(b) (2 Punkte)
t(lo a])=[ o]=c0-]0 5]
Also ist { (1) g ] ein Eigenvektor von L zum Eigenwert —1 .
(¢) (2 Punkte)
Kg':R3 =V, K?([EDZV_S a+b+§lc)}
5. Aufgabe 11 Punkte
Gegeben seien die folgenden Abbildungen:
F R?2 — R<q[x] Fy: R?2 — R?
{(z 3} — (a+b)x+ (a+c)d {(z 2} — {Za:j;d}

(a) Uberpriifen Sie, ob F} eine lineare Abbildung ist.
(b) Uberpriifen Sie, ob F, eine lineare Abbildung ist.
()

)

(d) Bestimmen Sie die Dimension von Bild(F3).

Bestimmen Sie Kern(F) und dessen Dimension.

(a) (2 Punkte)
NG

F ist nicht homogen und somit auch nicht linear.

)=211=224=22-m (3 7]

Al v)
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(b) (3 Punkte) Fy ist linear, falls additiv und homogen. Fiir A; = [ a“ 4 } Ay = { a2 b2 } IS

c1 co  d2

R?2 und a € R muss also gelten: FQ(Al + AQ) = FQ(Al) + FQ(AQ) und FQ(O{Al) = OéFg(Al).

- ([ 8] B])-n( A0 )~

c1 dy c2  da c1+c2 di+d2
:[(2a1—01+d1)+(2a2—62+d2)] [2a1—01+d1 ]+[2a2—02+d2

(c1 —d1) + (c2 — d2) —dx co — da } = Fa(d1) + Fa(4y)

- a1 b o aar  ab [ 2aa1 — ae1 + ady - 2a1 —c1 +di o
FQ(aAl)_Fb(a[cl dy ]>_F2(|: acy  adi }>_|: acy — ady }—Ox{ c1 —dp ]_

OZFQ (A1
Also ist Fy eine lineare Abbildung.

(¢) (4 Punkte) Kern(Fz):{{i Z}ER272[$}‘FQ(|:(Z ZD:(_)}
AUSF2(|:CCL 3}):{2‘16—76;‘1};[8} ergibt sich das LGS
R R R R
Es folgt a =0,c=d, b beliebig wiéhlbar.

Somit ist Kern(Fy) = {b[ 8 0 } —I—C[ (1) ? Hb,cER}.

Da Kern(F») von zwei linear unabhéingigen Vektoren aufgespannt wird, betrigt die Dimension
des Kerns 2.

(d) (2 Punkte) Nach ¢) ist Kern(F3) zweidimensional. Nach dem Dimensionssatz gilt nun dim(Bild(F5))

dim(R?2) — dim(Kern(Fy)) = 4 — 2 = 2. Also ist die Dimension des Bildes gleich 2.

6. Aufgabe 8 Punkte
Gegegen sei V = Ry [z] mit der Basis B = {42 + 2,52 — 5} und dem Skalarprodukt

1
() : VXV =R, (ax+bcx+d) = £C + = Z)(]
5

(a) Bestimmen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren aus B eine Orthonormalbasis Boyp beziiglich
des Skalarprodukts (-, -)7.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung
(,)2: VxV =R, (ax+b,cr+d)s=2ac— 3ad— 3bc+ 2bd

kein Skalarprodukt auf V' definiert.

2 -3 6
(c) Durch C = {&,é,c3} ==+ |3 |,1 6 ] . [ 2 ist eine Orthonormalbasis des R?
6 2 3
beziiglich des Standardskalarprodukts gegeben. Bestimmen Sie fiir ¥ = —7¢; den Koordinaten-
vektor vc.
(a) (4 Punkte)
dr42 . dw42  _ dz+2 9. 4

91 = Taz12]; T Iyl 2
lo=0Bzx—-5)—bzr—522+1)12x+1)=0Bxr—5)—2x+1)=32z—-6
[ ———
t.5241(-5)-1=1

_ _3z—6  __ 3x—6 _ 3z2—6
92 = ool VI3 L(—6)2 3
Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert somit Boyp = {q1,92} = {22 + 1,2 — 2} .

(b) (2 Punkte)

Die positive Definitheit ist verletzt, z.B. ist (z 4+ 1,2 +1)s =2-3-3+2=-2<0..

(¢) (2 Punkte)
Bei einer ONB lassen sich die Koordinaten mit Hilfe der Skalarprodukte mit den Basisvektoren

=z—-2

bestimmen.
(v,¢i) -2
i =| (7.a) 3.
(3, ) -6

}



