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Korrektur




1. Aufgabe (8 Punkte)
Gegeben sei die Matrix A

2 —4 4 16 6
A=10 1 0 —4 0] eR?>.
1 -2 2 8 3

(a) Bestimmen Sie die normierte Zeilenstufenform von A.
(b) Bestimmen Sie eine Basis von Kern(A).
(c) Bestimmen Sie eine Basis von Bild(A).

)

(d) Ist A injektiv/surjektiv/bijektiv?

Losung:

(a) [3 Punkte]

Es gilt
2 -4.4 16 6] , [1 -2 2 8 3
1 -2 2 8 3 1 -22 8 3
1 -2 2 8 3
o 1 0 -4 0
0 0 0 0 0
102 0 3
20 1 0 —4 0| = NZSF(A).
000 0 O

(b) [2 Punkte]

Aus (a): Wir stellen die Kopfvariablen mittels der Nichtkopfvariablen dar. Setze x3 :=
r, x4 := s, v :=t € R. Dann gilt fiir die Kopfvariablen

xry = —2r —3t, xo=4s.

Somit erhalten wir eine Basis durch

-2 0 -3
0 4 0
BKern(A) - 1 107, 0
0 1 0
0 0 1

(¢) [1 Punkt]

Aus (b) folgt: Da die Kopfvariablen z1, x2 sind, erhalten wir die gesuchte Basis als die
Spalten 1 und 2 der urspriinglichen Matrix A, d.h.

2 —4
Bgilaa) = o, 1
1 —2

(d) [2 Punkte]

Da Kern(A) # {0} folgt direkt, dass A nicht injektiv ist. Der Bildraum der Matri-
xabbildung A ist R? und aus dim Bild(A) = 2 < 3 = dim R3 folgt somit, dass A nicht
surjektiv ist. Da A weder injektiv noch surjektiv ist, ist A auch nicht bijektiv.



2. Aufgabe (7 Punkte)
Gegeben sei die Matrix

—_

5 1 10
B:=|0 0 1|eR*.
0 0 5
(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B sowie die zugehorigen Eigenrdume.
(b) Ist B diagonalisierbar?
)
)

Ist B invertierbar?

3
dgi(t . o
Zi)sz(t), Yo=9(2)={-10

0

Losung:

(a) [3 Punkte]

Da B eine obere Dreiecksmatrix ist, stehen die Eigenwerte auf der Diagonalen. Also
sind die Eigenwerte A\ = 0 und Aa3 = 5.

Fiir A\ = 0 gilt

5 1 10 1+ —1
Vii=o=Kern |0 0 1 ] =Kemm |0 0 1| =span 1
0 0 5 0 0 0
Fir )\273 =5 gﬂt
Vig3=5 = Kern(B — 51)
0 1 10 010 1
=Kern|0 -5 1 | =Kern|0 0 1| =span 0
0 0 0 0 0 0

(b) [1 Punkte]

Nein, da die geometrische Vielfachheit von 5 nicht gleich seiner algebraischen Vielfach-
heit ist.

(¢) [1 Punkt]
Nein, da Null ein Eigenwert von B ist und somit B nicht injektiv also auch nicht
bijektiv ist.

(d) [2 Punkte]

3
Wir stellen den Vektor | —10 | als Linearkombination von Eigenvektoren von B dar:
0
3 -1 1
-0 =-101 1 |+{0
0 0 0
Die Losung ist dann gegeben durch
—% 1 2+ 5 (t=2)
gty =102 1 | 2D o = ~10
0 0 0



3. Aufgabe (7 Punkte)

Fiir den Parameter a € R sei

0 3 leY 5
2 a 20 3a
Co = 0O -1 0 -1
0o 3 -1 1

(a) Berechnen Sie die Determinante von C,, ausschliefllich mit dem Laplaceschen Entwick-
lungssatz.

(b) Fiir welche « € R sind die Spalten linear abhéngig?
(c¢) Fiir welche a € R ist C,, invertierbar?

(d) Berechnen Sie fiir a = 0 die Determinante von 2C,, - CZ.
Losung:

(a) [3 Punkte]
Wir erhalten

0 3 a 5
2 o 20 3«
det C,, :=det 0 -1 0 -1
0o 3 -1 1
3 a 5
=(=2)-det[-1 0 -1 (Laplace 1. Spalte)
3 -1 1
a 5 3 « .
=(—2)-1-det (_1 1) +(—2)-1-det (3 _1> (Laplace 2. Zeile)

= —2(a+5)—2(-3-30) =4a—4=4(a—1).

(b) [1 Punkt]
Die Spalten sind linear abhéngig, falls die Determinante gleich Null ist, d.h. fiir & = 1.

(¢) [1 Punkt]
Die Matrix ist invertierbar, falls die Determinante ungleich Null ist, d.h. fiir o # 1.

(d) [2 Punkte]
Nach (a) gilt det(Cp) = —4. Weiter gilt det(CY) = det(Cp) und mit Hilfe des
Determinantenmultiplikationssatzes folgt insgesamt

det(2CoCT) = 2% det(Cp) det(Cp) = 24 (—4)(—4) = 28 = 256.

4. Aufgabe (8 Punkte)

Gegeben seien der Vektorraum

V= {A c R?2 ‘ A obere Dreiecksmatrix}

e 0 0\ » 1 0\ » 0 -1
s={i=(y 1) 5= (g o) oB= (o 1)}

und die lineare Abbildung
a b c—b 0
pvar (5= (50 0.

mit der Basis



(a) Priifen Sie, ob <§ _02> ein Eigenvektor von L ist. Falls ja, zu welchem Figenwert?
(b) Geben Sie die vollstindige Abbildungsvorschrift der inversen Koordinatenabbildung

Kgl an.

(c) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Lg von L bzgl. der Basis B.

Loésung:

(a) [2 Punkte]
Es gilt

(6 2)= (2= %)

Ja, der Vektor ist ein Eigenvektor von L und zwar zum Eigenwert —1.

(b) [2 Punkte]

Es ist
Kg' iR >V,
851
0 0 1 0 0 —1 o (%) —Q3
" HMQ)J+%Q)J+%<O—J_(OarﬂJ'
3

(c) [4 Punkte]
Anhand des folgenden Diagramms

L
Vv V
Kg'| ‘| KB
I A\
R3 LB R?’

erhilt man die Formel

Lg=KpoLoKgh

Wir bestimmen Lp spaltenweise:

Also ist



5. Aufgabe
Gegeben seien die folgenden Abbildungen:

F1 : R2’2 — Rgl[l‘],

(Z 2) = (a+b)z+(ate)d+1,

(a)
(b)
()

)

(d) Bestimmen Sie die Dimension von Bild(Fy).

Bestimmen Sie Kern(F3) und dessen Dimension.

a) Uberpriifen Sie, ob I} eine lineare Abbildung ist.
Uberpriifen Sie, ob F eine lineare Abbildung ist.

(7 Punkte)



Losung:

(a) [1 Punkt]
Da Fy(0) = 1 ist, ist die notwendige Bedingung einer linearen Abbildung nicht erfiillt
und Fj somit nicht linear.

(b) [3 Punkte]

Die Abbildung F5 ist linear, falls Sie additiv und homogen ist. Seien A := <Zl 32),
3 Q4

B = (bl b2> € R?>? und a € R. Dann gilt

by by
as + b3 as b3
Fy (A—l—B) =lay+by| =1as | + | b :FQ(A)—I—FQ(B)
ag + by ay by
und
aas as
Fy(aA)=|aay | =a|a | =aFy(A).

aay ay

Also ist Fy eine lineare Abbildung.

(c) [2 Punkte]
Es gilt

s ] m((: )9
() Z 5

{5 )]-ex) i3 D)

Hieraus erhilt man, dass die Dimension des Kerns 1 ist.

(d) [1 Punkt] Aus dem Dimensionssatz erhélt man

dimBild F, = dimR?*? —dimKern F, = 4 — 1 = 3.

6. Aufgabe (8 Punkte)
Gegeben sei V' := R« [x] mit der Basis B := {b_{ =2z + 2, by 1= 1} und dem Skalarprodukt

1 1
(91 : VXV =R, (am+b,cx+d)1:1ac+1bd_

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung

(,92:VxV =R, (ax+b,cx+d)ys=ac+ ad+ bc—bd

kein Skalarprodukt auf V' definiert.

(b) Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren aus B eine Orthonormalbasis Bons
beziiglich des Skalarprodukts (-, -);.

(c) Durch C := {é,é&} := {V2(z + 1), V2(—x + 1)} ist eine Orthonormalbasis des R<1 [z]
beziiglich (-, -); gegeben. Bestimmen Sie fiir ¥ := 82 den Koordinatenvektor .



Losung:

(a) [2 Punkte]

Fiir den Vektor p' = 1 erhalten wir (1,1)2 = —1 < 0. Somit ist (-, )2 nicht positiv
definit und ist deswegen kein Skalarprodukt.

(b) [4 Punkte]

Wir verwenden das Verfahren von Gram-Schmidt. Zunichst normieren wir den Vektor

2wt . 2+ 2 2+ 2
T S
Nun ist das Lot gegeben als
Iy =by—(bo, i1 @t = 1— (1, V2(x+1))1V2(x+1) = 1— \f V2(z41) = —%x—i—%
und somit ist der zweite gesuchte Vektor
. —3z+3 _ —sx+3  —23+2

= = = =V2(—z +1).
=32+l /2 V2

Insgesamt erhalten wir als Orthonormalbasis
Bong = {\/i(a: +1),V2(—z + 1)} :

(c) [2 Punkte]

Da wir eine Orthonormalbasis gegeben haben gilt

o= (828500 - (45 )

Die Koordinatenabbildung ist gegeben als

Kc : Rofz] — R?

(az +b, V2@ + 1))\ _ (54
am+b}_><<ax+b,\/§(—x+l);1>_(Zz) 2.



