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Aufgabe 1

Bitte kreuzen Sie bei den folgenden Aussagen Jjeweils an, ob die

stimmt.
Jede richtige Antwort gibt 1 Punkt, jede falsche Antwort, sowie jedes nicht angekreuzte Feld,

gibt 0 Punkte.
@, ¥, x sind beliebige aussagenlogische Formeln und ®, ¥ sind beliebige Mengen von aussagenlogischen

10 Punkte

Aussage stimmt oder ob sie nicht

Formeln.
Wahr Falsch
1. Wenn ¢ erfiillbar ist, dann ist ~ unerfiillbar. O oV
2. Wenn ¢ unerfiillbar ist, dann ist = eine Tautologie. O -
3. X o (~ZA(YV Z)) ist erfiillbar. O -
4 pV(¥Vx)=9PV(pVx) &\ O
5 Es gibt genau 2" nicht-dquivalente aussagenlogische Formeln, die genau ® O |—~
" die Variablen X3,..., X, enthalten.
Man benétigt hochstens 2" Resolutionsschritte, um aus einer unerfiill-
6. baren Klauselmenge mit den Variablen Xj,..., X, die leere Klausel ,@\/ O
abzuleiten.
4 kann in Polynomialzeit in eine dquivalente Formel in KNF umgewandelt O i
" werden.
_ g Das Erfiillbarkeitsproblem fiir aussagenlogische Formeln in KNF ist NP- b‘:j/ O
" vollstindig.
'-_g_ @ 1st genau dann erfiillbar, wenn bereits eine endliche Teilmenge ®; C ® O @\/f
erfiillbar ist.
y/
O &

Wenn @ endlich ist, dann ist ® erfiillbar.
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Aufgabe 2 9+4+4+5+5=20 Punkte

Seie :
n @, ¥ Mengen von aussagenlogischen Formeln und seien o, 1 aussagenlogische s
(1) Definieren Sie den Folgerungsbegriff @ = ¢.

Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

(%) Es existiert eine Formelmenge ® mit ® |= ¢ fiir alle p € AL.
(i) Wenn & k= ¢ und ¥ |= ¢, dann ® U ¥ = .

(i) Wenn @ = und ¥ =, dann @ N ¥ = o A .

(v) @ |= ¢ genau dann, wenn ® U {~¢} unerfiillbar ist.

LOsung zu Aufgabe 2

(i) ® |= ¢ genau dann, wenn fiir jede zu ® und ¢ passende Belegung B gilt 8 = @ = S = ¢.
Dabei bedeutet 8 |= ®, dass 8 |= % fiir alle Y € ©.

(#%) Wahr. Wihle & = {X,-X}. Sei ¢ € AL beliebig. Dann existiert keine Belegung 8 mit 8 = @
und g p~ ¢. Also gilt @ = .
(#ii) Wahr. Annahme: @ |= ¢ und ¥ = 9.

Sei 3 eine zu ® U ¥ und ¢ passende Belegung. Aus 8 = ® U ¥ folgt 3 = @, also nach Annahme
B¢ Alsogilt U Y = .

(iv) Falsch. Sei ® = {X A X}, ¥ = {X} und ¢ = ¢ = X. Damit gilt @ = ¢ und ¥ |= 9. Auerdem
gilt ® N ¥ = @ und P ist allgemeingiiltig. Aber p A = X A X = X ist nicht allgemeingiiltig.
Also gilt 2N T [~ o A 9.

(v) Wahr. =>: Annahme: ® |= . Zu zeigen ® U {—p} ist unerfiillbar.
Angenommen, es gibe ein 8 mit f = ® U {—p}. Dann gilt insbesondere auch 8 |= ®. Nach

Annahme folgt 8 = . Doch nach der Annahme iiber 8 gilt auch 8 |= —, was ein Widerspruch
ist. Da also kein solches f existiert, ist ® U {—¢} unerfiillbar.

«: Annahme ® U {—} ist unerfiillbar. Zu zeigen ® = .

Falls ® unerfiillbar, so gilt die Aussage. Sonst sei 3 eine beliebige zu ¢ passende Belegung mit
B = ®. Wire 8 = —p, dann wire f eine erfiillende Belegung fiir ® U {-y}, was nach Annahme
richt sein kann. Also folgt 8 £~ — und somit B |= ¢. Damit ist ® |= ¢ gezeigt.
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Aufgabe 3 | N
tstabelle kodiert ist.

Geben Sie die Formel ¢ an, die in der folgenden Wahrhei

HHHHHD—IP—‘HDC}QCQQODB
HHHP—‘O@OOH#—'HI—'DOOD&
HHODD—II—IODI—‘I—'DQHH093‘<
HDHDHOHQHQI—-‘OF—‘QHO.&'C:

OO0 OO R P = HOOOOR R~ O S

Losung zu Aufgabe 3

Wir beobachten, dass ¢ genau dann zu wahr auswertet, wenn X zu falsch auswertet, aufier, wenn

X1, X2 und X4 zu falsch und X3 zu wahr auswertet. Also ist die Formel, die durch die Wahrheitstabelle
kodiert wird, dquivalent zu =X, A (=X1 A=Xa A X3 A -X4).
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Aufgabe 4 54+-54+5=15 Punkte

Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aquivalenzen.
(i) (Y - 2) X =(XVY)A(XV-2).
(%) (X 2Y)2Z=(Z->Y)> X.
(i55) ("X A-Y AZ)YV(XAYAZ)V(XA-YAZ)=ZA~(XAY AZ).

Losung zu Aufgabe 4
(i) Gilt. (¥ = Z) > X = ~(=YVZ)VX = (Y A=Z)VX = (YVX)A(-ZVX) = (XVYINXV=Z).

(i) Gilt nicht. Wahle z.B. 8 mit 8(X) =1,8(Y) =1,8(2) =0.
- Z\N
(i7i) Gilt. Wir betrachten die Wahrheitstabelle der Formeln. ¢y := (nX A=Y AZ)V ("X ANY NZ)

(X A=Y AZ), p2 =ZA(XAY ANZ)
g

w1 | P2

el i~ -

HOMHOMOROIN

== O O M= =00
OO O MmO MO
OO O -=OFO
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Aufgabe b 44+247+11=23 Punkte
Aufgabe 5

1 Sie, was es bedeutet, dass C) und C,

(i) Seien () und (7, aussagenlogische Klauseln. Definierer ' or Resolventen von Cy und
miteinander resolviert werden kénnen, und geben Sie die Menge der
3 an.
(1) Definieren Sie, was es bedeutet, dass der Resolutionskalkiil korrekt ist.
" e . = " o] 1) [/ C G C
(i) Beweisen Sie, dass der Resolutionskalkiil korrekt ist. Sie diirfen benutzen, dass {C], 2} = C,
falls C eine Resolvente aus C'y und C; ist.

(iv) Zeigen Sie mit Hilfe des Resolutionskalkiils, dass die folgende Formel unerfiillbar ist.
(X1V X2V X3) A (=X V-Xa V X3) A (X1 V-X3) A (-XLV X2)
A (~X1 VX2 V-X3) A (X1 VX V X3)

Losung zu Aufgabe 5

(i) Zwei Klauseln Cy, C, kénnen resolviert werden, wenn es ein L € C; mit L € C; gibt. Hierbei
kann L ein positives oder negatives Literal sein.
Im zweiten Teil der Aufgabe ist nach der Menge Res(C1,C>) gefragt. Eine einzige Resolvente
angeben geniigt also nicht. Eine mogliche Antwort ist

RES(CI,Cg) = {(Cl \ {L}) ] (02 \ {_L_}) f Le(C; und L € 02}

oder ausfiihrlicher
Res(Cy,Cs) == {C | Es gibt ein L € C; mit L€ C; und C = (C; \ {L}) U (C2\ {Z})}-

(i) Falls die Klauselmenge erfiillbar ist, so kann die leere Klausel nicht abgeleitet werden.

(%) Sei M = {C},...,C,} eine erfiillbare Menge von Klauseln. Wir zeigen, dass die leere Klausel
nicht aus M abgeleitet werden kann. Per Induktion iiber die Zahl der Klauseln, die aus M
abgeleitet werden konnen. Falls M unter Resolution abgeschlossen ist, so sind wir fertig, da
keine weiteren Resolutionsschritte ausgefiihrt werden kénnen und M die leere Klausel nicht
enthélt. Sonst seien C;, Cz Klauseln, so dass ein Literal L € C) existiert mit L € C5 und so dass
C = (Ci1\{L}) U(C2\ {L}) nicht in M vorkommt. Da M erfiillbar, existiert 8 mit 8 = M. Da
{C1,C2} |= C, gilt auch § = C, insbesondere ist C nicht die leere Klausel. Weiterhin kénnen

aus M U{C} weniger Klauseln abgeleitet werden als aus M und die Aussage folgt per Induktion.

v) Resolution.
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15 Punkte

Aufgabe 6
Sei ® eine Menge aussagenlogischer Formeln und sei © eine aussagenlogische Formel. Der Kompakt-
heitssatz fir die Aussagenlogik besagt

1) @ ist erfiillbar genau dann, wenn jede endliche Teilmenge ®o C @ erfiillbar ist.

2) @ = ¢ genau dann, wenn eine endliche Teilmenge ®; C ® existiert mit ®o = ¢

Beweisen Sie 1) = 2) oder 2) = 1).

Lbsung zu Aufgabe 6
(i) 1) = 2). Wenn eine endliche Teilmenge ®; C P existiert mit ®¢ = @, so gilt auch D = @
nach Definition der Folgerungsbeziehung. Umgekehrt gelte ® = . Falls @ unerfillbar, so
existiert nach 1) bereits eine endliche Teilmenge ®9 C @, die unerfiillbar ist. Dann gilt auch
®y = ¢. Anderenfalls ist ® U {—¢} unerfiillbar. Nach 1) ist bereits eine endliche Teilmenge
@y C ® U {—-p} unerfiillbar ist. Dies impliziert ~¢ € ®q, da jede Teilmenge von & erfullbar ist.

Dies wiederum impliziert ®, = .

(i) 2) = 1). Wenn @ erfiillbar ist, so auch jede Teilmenge von ®. Fiir die andere Richtung beobachte,
dass & erfiillbar genau dann, wenn ® [~ 1. Nach 2) ist dies genau dann der Fall, wenn ®q & L
fiir alle endlichen o C ®. ®g |~ L ist aber dquivalent zu ®q erfiilllbar. Dies beweist die Aussage.



