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Alle Antworten sind zu begründen, es sei denn, dies wird explizit ausgeschlossen.
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Aufgabe 1 8+16=24 Punkte

Sei σ eine beliebige Signatur.

(i) Ordnen Sie die Logiken FO[σ],MSO[σ] und ESO[σ] bezüglich ihrer Ausdrucksstärke∗ auf der
Klasse aller Strukturen A. Sie brauchen Ihre Antwort nicht zu begründen.

(ii) Ordnen Sie die Logiken FO[σ],MSO[σ] und ESO[σ] bezüglich ihrer Ausdrucksstärke∗ auf der
Klasse aller endlichen Wortstrukturen W. Begründen Sie Ihre Antwort.

(∗) Erinnerung: Seien L1 und L2 Logiken und sei K eine Klasse von Strukturen. L2 ist ausdrucks-
stärker auf K als L1, geschrieben L1 ⪯K L2, wenn jede Formel aus L1 logisch äquivalent innerhalb
der Klasse K zu einer Formel in L2 ist. Entsprechend ist L2 echt ausdrucksstärker als L2 auf K,
geschrieben L1 ≺K L2, wenn L1 ⪯K L2 aber L2 ̸⪯K L1.
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Aufgabe 2 6+6+18+18=48 Punkte

Sei Σ := {a, b, c} ein Alphabet und sei σΣ := {≤, s, Pa, Pb, Pc} die zugehörige Signatur der Wort-
strukturen.

(i) Definieren Sie die durch eine Formel φ ∈ MSO[σΣ] definierte Sprache L(φ) ⊆ Σ+.

(ii) Definieren Sie, was es bedeutet, dass eine Sprache L ⊆ Σ+ MSO-definierbar ist.

(iii) Betrachten Sie folgende Sprache

L := {w ∈ Σ+ : zwischen je zwei Buchstaben c in w steht eine gerade Anzahl von bs}.

Geben Sie eine MSO-Formel φ an, die die Sprache L definiert.

Hinweis: Sie dürfen die Formeln φmin(B, x), φmax(B, x) verwenden, welche für eine Menge B
entscheiden ob x das Minimum beziehungsweise das Maximum in B ist bezüglich ≤ ∈ σΣ.

Achtung: es geht auf der nächsten Seite weiter!
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(iv) Sei φX(p, q) := p ∈ X ∧ q ∈ X ∧ p ≤ q ∧ ∀z((p < z < q) → z ̸∈ X) eine Formel, die die
Nachfolgerelation in X definiert. D.h. φX(p, q) gilt genau dann für Positionen p und q, wenn
q die nächste Position in X nach p ist.

Betrachten Sie nun folgende Formel

φ := ∃X


min ∈ X ∧ max ∈ X∧

∀p∀q

φX(p, q) → ∃z


p < z ∧ z + 2 < q ∧

Pc(z) ∧ Pa(z + 1) ∧ Pc(z + 2)∧

∀x
( (p < x < z → Pa(x)) ∧

(z + 2 < x < q → Pb(x)
)




 .

Geben Sie die Sprache L(φ) explizit an.
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Aufgabe 3 34 Punkte

Sei Γ := {a, b} mit rg(a) = rg(b) = {0, 2} ein Rangalphabet. Geben Sie einen NBA↓ an, der die
Sprache aller Γ-Bäume T akzeptiert, die mindestens zwei mit a beschriftete Blätter enthalten.
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Aufgabe 4 8 + 8 + 16 + 16 = 48 Punkte

Sei Σ = {a, b} ein Alphabet und Γ := Σ ∪ {◦}. Ein Σ-Baum (T, β) ist ein (gerichteter) Baum T =
(VT , ET ) zusammen mit einer Beschriftungsfunktion β : V (T ) → Σ. Wir erweitern Γ zu einem
Rangalphabet mit Rangfunktion rg auf Γ via rg(a) = rg(b) = {0, 1} und rg(◦) = {1, 2}.

Seien weiter σΣ := {E,Pa, Pb} und σΓ := {Pa, Pb, P◦, S1, S2}, wobei E,S1, S2 2-stellige und Px 1-
stellige Relationen für jedes x ∈ Γ sind.

(i) Betrachten Sie den folgend aufgeführten Σ-Baum B = (VB , EB). Geben Sie eine zugehörige σΣ-
Struktur B = (VB , E

B, PB
a , P

B
b ) an die B kodiert.

a

b

b

a b

B :

Erinnerung: Sei Σ -Tree die Menge aller σΣ-Strukturen die Σ-Bäume kodieren und Γ -Tree die Men-
ge aller σΓ-Strukturen die Γ-Bäume kodieren. Wir erinnern an die Definition von SUT : Σ -Tree →
Γ -Tree aus der Vorlesung. Insbesondere erinnern wir daran, dass für T = (VT , E

T , P T
a , P

T
b ) ∈

Σ -Tree und T ′ = SUT(T ) mit T ′ = (V ′
T , S

T ′

1 , ST ′

2 , P T ′

a , P T ′

b , P T ′

◦ ) gilt dass VT ⊂ V ′
T , P T

a =
P T ′

a ,P T
b = P T ′

b und P T ′

◦ = V ′
T \ VT .

(ii) Betrachten Sie den oben aufgeführten Σ-Baum B = (VB , EB) aus Unteraufgabe (i). Ge-
ben Sie SUT(B) an. (Sie dürfen den zugehörigen Γ-Baum malen um die Relationen und
Beschriftungen anzugeben).

Achtung: es geht auf der nächsten Seite weiter!
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Seien nun φ ∈ MSO[σΣ] und T , T ′ wie oben; insbesondere T ′ = SUT(T ).

(iii) Geben Sie eine Formel φE(x, y) ∈ MSO[σΓ] an, so dass für u, v ∈ V ′
T gilt; T ′ |= φE [u, v] genau

dann, wenn u, v ∈ VT ⊂ V ′
T und {u, v} ∈ ET .

Hinweis: Sie dürfen die Formel ψPfad(x, y) ∈ MSO[σΓ] nutzen, wobei T ′ |= ψPfad[u, v] genau
dann wenn es einen gerichteten Pfad in T ′ von u nach v gibt.

Erinnerung: Mit Hilfe von (iii) kann man wie in der Vorlesung gezeigt eine Abbildung Θ :
MSO[σΣ] → MSO[σΓ] definieren so dass für T ∈ Σ -Tree und φ ∈ MSO[σΣ] gilt T |= φ ⇐⇒
SUT(T ) |= Θ(φ).

(iv) Gegeben SUT und Θ wie oben, zeigen Sie dass MC(MSO[σΣ],Σ -Tree) parametrisiert mit |φ|
in FPT ist.

Hinweis: Sie können davon ausgehen, dass es eine Funktion f : N → N gibt so dass das
Berechnen von SUT(T ) und Θ(φ) jeweils in Zeit f(|φ|) |VT |c für ein festes c ∈ N möglich ist.
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Aufgabe 5 4 + 16 + 26 = 46 Punkte

Sei σ := {E,R,G,B}, wobei R,G,B einstellige und E ein zweistelliges Relationssymbol ist.

Wir betrachten die Klasse K aller endlichen σ-Strukturen A := (A,EA, RA, GA, BA) in denen
(A,EA) ein gerichteter Pfad endlicher Länge ist und jeder Knoten aus A in genau einer der Mengen
RA, GA und BA vorkommt. Wir nennen Knoten aus RA rot und entsprechend Knoten aus GA

grün und aus BA blau.

Sei nun L ⊆ K die Klasse aller Strukturen aus K, mit der Eigenschaft, dass zwischen je zwei „roten“
Knoten eine gerade Anzahl an „blauen“ Knoten vorkommt.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12W1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9W2

Die Strukturen in K entsprechen also Wortstrukturen über dem Alphabet {r, g, b}, nur dass keine
lineare Ordnung auf A vorhanden ist, sondern stattdessen E die Nachfolgerelation modelliert.
Dementsprechend etablieren wir folgende Kurzschreibweise: W1 = rg2(bgg)3r und W2 = rg2(bgg)2r.

Die Struktur W1 ist also nicht in L, die Struktur W2 aber schon.

(i) Geben Sie den Satz von Gaifman an.

(ii) Sei ψ(x) ∈ FO[σ] eine 1-lokale Formel. Zeigen Sie, dass es keinen basis-lokalen Satz φ :=
∃x1∃x2

( ∧
1≤i<j≤2 dist(xi, xj) > 2 ∧

∧2
i=1 ψ(xi)

)
∈ FO[σ] gibt, der W1 und W2 unterscheidet.

Achtung: es geht auf der nächsten Seite weiter!
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(iii) Seien k, r ∈ N>0 beliebig und φ := ∃x1 . . . ∃xk

( ∧
1≤i<j≤k dist(xi, xj) > 2r ∧

∧k
i=1 ψ(xi)

)
∈

FO[σ] ein basis-lokaler Satz mit Quantorenrang k und Radius r, wobei ψ(x) ∈ FO[σ] eine
r-lokale Formel ist. Zeigen Sie, dass φ die Klasse L nicht in K definiert.

Hinweis: Geben Sie zwei σ-Strukturen W(r,k)
1 /∈ L und W(r,k)

2 ∈ L an für die gilt:

W(r,k)
1 |= φ ⇐⇒ W(r,k)

2 |= φ.

Nutzen Sie die oben eingeführte Kurzschreibweise!
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