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1. Klausur zur ,,Mathematik II fiir Okonomen”

Losungen

1. (Integration von Funktionen) (25 PFkt]

a) Sei f: R — R eine stetige Funktion und F': R — R eine Stammfunktion von f.
Dann ist die Aussage des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung,
dass fiir alle a,b € R

/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Seien F, G zwei verschiedene Stammfunktionen von f. Dann ist H = F — G
eine Konstante. Folglich ist H'(x) = 0 fiir alle xz € R.

Betrachte als Beispiel die Funktion f(z) = z. Dann gilt

1 1
f(z)dr = =a? = 0.
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b) i) Gegeben sei die Funktion fi(z) = z?¢**. Durch partielle Integration ergibt
sich fiir eine Stammfunktion von f;

1
/f(m) dz = §x262‘” - /xezm dz
1 1
25 262x_<§xe29§_ /ehdm)
1
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ii) Gegeben sei die Funktion fy(z) = 2z sin(z?). Zur Berechnung einer Stamm-
funktion von f; betrachte die Substitution

2 = 2 und dz = 2z dzx.

Dann gilt

/Q:U sin(z?) dz = /sin(z) dz = —cos(z) + ¢ = —cos(2?) + ¢

c) i) Gegeben sei die Funktion g;(z) = x/v/4 — 2. Zur Berechnung des Integrals
der Funktion g¢; iiber dem Intervall [0, 2] betrachte die Substitution

1
2 = 4—g? und dz = 2zdxr <— —idz:xdm.



Damit ergibt sich dann

z = lim

/ T4 / dz = li / Ly
B r = lm -— — dZz
0o V4 —a? a,/2 V4 — Vi— a2 a2 2 [y a2 VZ

= lim (2—\/4—(12) = 2.

4—a? a,/2

ii) Gegeben sei die Funktion go(z) = (Inz)/+/z. Im folgenden soll zunéchst eine
Stammfunktion von g; mittels partieller Integration bestimmt werden. Dabei
gilt

1
/— Inz dr = 2\/§1na;—2/\/§~—dx = 2y/x lnz — 4J/x + ¢
T

Somit ergibt sich fiir das uneigentliche Integral

1

—  Inzdr = lim | —=-lnzxdr = lim (-4 —2valna+4va) = —
/ a0 \/_ a0 ( va va)
Hierbei wurde im letzten Schritt zur Bestimmung des Grenzwertes der Satz von
de "'Hospital benutzt, wobei
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2. (Differentialgleichungen) (25 Pkt]

a)

Seien a,b: I C R — R zwei stetige Funktionen. Falls b nicht identisch Null ist,
so nennt man

y = a(z)y+b(x)
eine inhomogenen, lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Im Falle b(z) =

0 fiir alle x € I spricht man von einer homogenen, linearen Differentialgleichung
erster Ordnung.

Die Funktion y(x) = 0 fiir alle x € [ ist eine Losung der Differentialgleichung
Yy = g(x)h(y), wenn h(0) = 0 ist. Dies ist beispielweise fiir die Funktion h(y) =
y der Fall.

Gegeben sei die rationalen Funktion r(z) = 1/(2* 4+ 8x + 15). In einem ersten
Schritt soll die Linearfaktorzerlegung des Nennerpolynoms bestimmt werden.
Da die Nullstellen des Nennerpolynoms gegeben sind durch

0 = 2°+8x+15 <= Ty = —4+£1,

ergibt sich folglich 22 + 8z + 15 = (z + 3)(z + 5). Zur Bestimmung der Partial-
bruchzerlegung von r betrachte nun

r(z) = 1 __a b

(x4 3)(x +5) 743 2+5
wobei die Konstanten a und b gegeben sind durch
1

a = (z+3)r(z) s 3 und b= (z+5)r(z)

Daraus folgt
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Im folgenden soll nun das Anfangswertproblem

2y 3
/

S A 0) = =
Y 22+ 8z + 15’ y(0)
betrachtet werden. Hierbei handelt es sich um eine Differentialgleichung erster

Ordnung mit getrennten Variablen mit

2 1 1
= = — d h = y.
90 = i ser 15 243 a5 W™ W) =y
Zusammen mit der Anfangsbedingung ergibt sich daher

r | 1 T+ 3
G(z) /0 g(z) dz /0 ~13 P z n)x+5‘ n(3/5)

Hy) = /;5ﬁdz _ /3;%dz — Iny| — In(3/5).

Aus dem Satz iiber die Trennung der Variablen folgt nun aber, dass die gesuchte

Losung y: [0,00) — (0, 00) des gegebenen Anfangswertproblems der Beziehung
H(y(z)) = G(x) geniigt, d.h.

Iny(x) — In(3/5) = lni_—::g — In(3/5) <<= y(z) = iig




3. (Lineare Unabhingigkeit und Skalarprodukt) (25 Pkt]

a)

Die Vektoren v7,...,, sind linear unabhéngig, falls aus
0 =MD+ A + ... + ATy
folgt, dass Ay = Ao = ... =\, =0 ist.

Seien ¥y, U, € R? zwei linear unabhiingige Vektoren und A € M(2 x 2, R). Falls
die Matrix A vollen Rang hat, d.h. rang A = 2, so sind die Vektoren w; = A -}
und wy = A- Uy linear unabhéngig. Dies ist beispielweise der Fall fiir die Matrix

10
4 = [ LY ] .
Gegeben seien die folgenden Vektoren
0 = (1,2,0,3), Uy = (3,1,-5,4), U3 = (—1,1,4,0).
Diese Vektoren sind linear unabhéngig, falls aus

6 == )\1'171 + )\2172 + )\3’(73

folgt, dass Ay = Ay = A3 = 0 die einzige Losung ist. Dazu geniigt es das folgende
homogene lineare Gleichungssystem zu betrachten

1 3 -1 0 Lot 1 3 -1 0
2 1 1 0 1y—g1 0 -5 3 0
0 -5 4 0 0 -5 4 0
| 3 4 0 0 | 0 -5 3 0
I—11 13 -1 0 A\ =
E U I O - ISR
0 0 1 0 \ _0’
0 0 0 0 | ’

d.h. die Vektoren vy, U5, U3 sind linear unabhéngig.

Fiir die Dimesnsion des Untervektorraumes U = span{uy, Ui, U3} gilt daher,

dass dim U = 3.

Gegeben seien die Vektoren
U71 == 2’171 + '172, 162 - ’171 + 2’172 + '173, U73 - ’171 - '173, U74 - ’172 + 2173

Da die Anzahl der gegebenen Vektoren grofier als die Dimension des Unter-
vektorraumes U, d.h. 4 > dim U = 3, sind folglich die Vektoren w, ws, ws, wy
linear abhingig.

Es gilt
(U1 +é1)-v5 = (2,2,0,3)-(—1,1,4,0) = 0.
Weiterhin ist der Betrag der Vektoren v; + € und v3 gegeben durch
17 +&| = V@ +é) (@ +&) = VIT und ||53]] = V3-8 = V18
Somit ergibt sich fiir den Winkel o zwischen ¢ 4+ €7 und v3

m =0 <= a = f
|01 + el [| 7] 2

CoOsx =



4. (Matrizen) (25 Pkt]
Gegeben seien fiir ¢t € R die folgenden beiden Matrizen

120 2—-2t 2t -2
At = 2 21 und Bt = 2t —t 1
0 2 ¢ —4 2 2

a) Unter dem Rang einer Matrix versteht man die maximale Anzahl linear un-
abhéngiger Spaltenvektoren.

Lésungsweg 1: Eine Matrix B € M (n x n,R) ist genau dann invertierbar, wenn
die Matrix B vollen Rang hat, d.h. rang B = n.

Lésungsweg 2: Eine Matrix B € M (n x n,R) ist genau dann invertierbar, wenn
det B # 0 ist.

Seien 7,1 € R? zwei orthogonale Vektoren. Betrachte als Beispiel

. V1 U2 . 0w1
C—[Ool und D_[Owg}'

Dann besitzen die Matrizen C' und D jeweils den Rang 1, wiahrend
0 v - 00
rang(C - D) = rang [ 0 0 } = rang { 0 0 } = 0.

b) Im folgenden soll der Rang der Matrix A; in Abhéngigkeit von ¢ € R bestimmt
werden. Da

1 2 0 1 2 0 1 2 0
9o 2 1| &= 1o 2 1| = |9 2 1
0o 2 ¢ 0o 2 ¢ 0 0 1+t

und der Rang einer Matrix gleich der Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen
nach Transformation auf Zeilenstufenform ist, folgt somit

3, t#—1
rang A, = {2’ tf—1’

Die Matrix A; hat fiir alle ¢ # —1 vollen Rang und ist somit fiir alle ¢t # —1,
insbesondere fiir t = 0, invertierbar.

¢) Im folgenden soll das Matrixprodukt A; - B, berechnet werden

1 2 0 2—-2t 2t -2 242t 0 0
0 2 ¢ —4 2 2 0 0 242t

d) Darang A;—y = 3, besitzt somit das lineare Gleichnungssystem A;_-Z = b eine
eindeutige Losung.

Lésungsweg 1: Diese ist gegeben durch

1 2 0 1 2 0 |0
Ao @ =b — |2 2 1 | 1| & 2 1
(0 2 0 | 0 2 p
(1 2 0 0]
plEay —2 1 | 1| <= &= (-213).
0 0 1 | 3]




Lésungsweg 2: Aus Aufgabenteil c) folgt, dass

1
(Ai0) " = 5 (Bimo) = | 0

1
2

_ o O

Somit ergibt sich fiir die Losung des linearen Gleichungssystems

-2
Ag-b = = (Am) b= 1
3



