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Aufgabe 1: Lineare Algebra - Teil | (30 Punkte)

1.a) Betrachten Sie folgenden Matrizen

Tragen Sie die Dimensionen von C' und D in die folgende Tebelle ein:

Matrix: ‘ C ‘ D

Dimension (m x n): ‘ ‘

Tragen Sie die Dimensionen der bezeichneten Matrix Produkte oder “nicht definiert”, wenn das
bezeichnete Produkt nicht definiert ist, in die folgende Tabelle ein:

Produkte ccT DTC DTD DDT cctppTp

Dimensionen

(m xn)

1.b) Seien 3, A € R und betrachten Sie folgendes LGS

Tr1 — X2 =3
4%1 - 5%2 — X3 = 13
T —|—51L'3 = )\

i) Stellen Sie das LGS in Matrix-Form dar, d.h. in der Form A% = b. Fiillen Sie die Liicken

Ai=b & -

ii) Geben Sie A, die erweiterte Matrix des Systems, an und bringen Sie das Matrix System mit
Hilfe des Gauflschen Eliminationsverfahren in die obere Dreiecksform.

iii) Fir =2 und A = 2 ist das LGS eindeutig 16sbar. Berechnen Sie diese einzige Losung.

iv) Setzen Sie A = 3. Wahlen Sie 3 so dass Rang(A) = 2. Ist das System, fiir IThren gewahlten Wert
B, losbar? Begriinden Sie ihre Antwort kurz (Tipp: Es kann hilfreich sein das Gleichungssystem
explizit zu betrachten, nicht in Matrixform).

v) Setzen Sie A = 2. Wihlen Sie (3 so dass es unendlichen viele Losungen fiir das System gibt. Was
kann man in diesem Fall {iber die lineare abhéngigkeit der Zeilen von A sagen? Berechnen Sie
die Losung(en) des LGS AZ =b

vi) Nennen Sie zwei andere Methoden (aus der Vorlesung Mathe. 2 f. Oko.) um das System AZ = b
zu 16sen wenn Rang(A) = 3,

[>] Methode # 1: [>] Methode # 2:




Losung von Aufgabe 1:
T+ (24 [1+3]4+3+[2+42]+[2+14243]+[14+1] ) = 5+(2+4+3+4+8+2)=7+23 = 30

l.a) Fiillen Sie die Tabelle mit den Dimensionen C' und D

Matrix: ‘ C ‘ D

Dimension (m x n): ‘ 3x2 ‘ 3x1

Die 2.te Tabelle sieht so aus:

Produkte cct DTC DTD DDT ccTpbDTp

Dimensionen | (3 x2) x (2x3) [ (1 x3)x(3x2)|(1x3)x(3x1)[(B3x1)x(1x3)]|(3x3)x(3x3)

x(3x1)
(m x n) =3x3 =1x2 =1x1 =3x3 =3x1
1b) i) )
1 -1 0 T 3
Ar=b < 4 =5 —1] |x9| = |13
1 0 g T3 )\_
ii) Gauss: A
1 -1 0|3 — [1 -1 0] 3 — [1 -1 o0 3
4 -5 —11]13 | — 11-41 0o -1 -1 1 - —— 0o -1 -1 1
1 0 B8 | A III-I 0 1 g |A-3 I+11 | 0 0 B—1|Xx=2

iii) Fir = X\ = 2, haben wir

1 -1 0 3 Tr1 — T2 =3 T =2
0 -1 —-1]|1 = —x9—x3 =1 & To = —1
0 0 110 T3 =0 rz3 =0

Also, die Losung des Systems fiir § =\ = 2 ist & = (21, 22, 23) = (2,—1,0).
iv) Mit A = 3; Rang(A) = 2 genau wenn = 1; das kann man von ) sehen.

Rang(A) # Rang(A) bedeutet das ein Wiederspruch im System es gibt, und es gibt keine
Losung. (oder dass die letzte Gleichung ein Wiederspruch, 0 = 1, ist)

v) Mit A\ = 2 gibt es unendliche viele 16sungen genau wenn § = 1;
Fiir g =1 gilt Rang(A) =2 = A ist nicht Vollrang = die Zeilen A sind linear abhéngig.

Fir g =1, A = 2, haben wir das System

1 — T2 =3 T :3+$2 Il :2—.%'3
—x9—23 =1 & To =—-1—23 & To =-—1—1x3
0 =0 0 =0 0 =0

Die Losungsmenge ist (x3 ist frei!)
{(z1,20,23) €R3 2y =2 —x3; xpy=—1—1x3; x3€R}
alternative

r1=2—1x3; T9=—1—x3; x3€ R oder x3 ist “Frei”.

vi) Wenn Rang(A) = 3 = det(A) # 0; > # 1: Cramer’sche Regel; > # 2: Inverse Matrix




Aufgabe 2: Simplex-Algorithmus (20 Punkte)

Bestimmen Sie mit Hilfe des Simplex Algorithmus die Optimale Losung 2* und den optimalen Wert F'(z*)
des folgenden Tableaus. Nutzen Sie dazu die leeren Tableaus, geben Sie in jedem Schritt die aktuelle Basis
Losung an und markieren Sie die jeweilige Pivotzeile und -spalte! Kreuzen Sie zwischen den Tableaus an,
welchen Algorithmus Sie benutzen.

Hinweis: Es ist moglich, dass Sie nicht alle drei Tableaus bendétigen. Sie sollten aber keinesfalls mehr
Schritte brauchen.

Ihre Losung: F(z) =

;T = (21,22, Y1, Y2, Y3) = (

Basis 1 2 Y1 Y2 Y3 b
Y1 -1 -1 1 0 0 —80
Y2 -5 -1 0 1 0 —120
Y3 6 1 0 0 1 140
—c -2 -1 0 0 0 0
T Aktuelle Basis Losung: 1 = ;Lo = Y1 = Y2 = = :
| Welcher Algorithmus: Primal [J? Dual [1? (bitte markieren)
Basis 1 T2 Y1 Y2 Y3 b
—c
T Aktuelle Basis Losung: 1 = 1 T2 = Ty = = Y3 = :
| Welcher Algorithmus: Primal [J? Dual [1? (bitte markieren)
Basis 1 T2 Y1 Y2 Y3 b
—c
T Aktuelle Basis Losung: 1 = 1 T2 = TY1 = = LY3 = :
| Welcher Algorithmus: Primal [J? Dual [1? (bitte markieren)
Basis T T2 Y1 Yo Y3 b
—c




Lésung von Aufgabe 2: 8+8+([2+2])=8+8+4=20

Die Losung;:
Basis | 1 Ty Y1 Y2 Y3 b
" -1 -1 1 0 0| —=80
y2 | =5 0 1 0 | =120
Y3 1 0 0 1 140
—c -2 —1 0 0 0 0

1 Aktuelle Basis Losung: x1 = 0; 22 = 0; y1 = —80; yo = —120; y3 = 140;

Die Basis 16sung ist nicht zuléssig, muss man mit Dual Algorithmus anfangen.
Die 2.te Zeile ist dei Pivot Zeile (wo der kleinste Zahl, —120, ist; blau markiert).

—t={&[ 1]

s D P G =2 =1
Die Pivot Zeile, ist A, 5T

— = —}weil 1 >2/5=04

| Welcher Algorithmus: Primal [1? Dual Il?

Basis | o1 z2 11 Y2 Y3 b
m 4 0 1 -1 0] 40
T 5 1 0 -1 0 | 120
ys 1 0 0 1| 20
—c 3 0 0 —1 0 120

1 Aktuelle Basis Losung: x1 = 0; 2o = 120; y; = 40; yo = 0; y3 = 20;

Die Eintrage b sind positive = Die Basis Losung ist zuldssige = Primal algorihtmus
Pivot Spalte ist die ys-Spalte wo die einzige Negative eintrag c ist.
In der Pivot Spalte, gibt es nur einen Positive eintrag, der an der ys-Zeile.

| Welcher Algorithmus: Primal Ill? Dual [1?

Basis | 1 22 11 Y2 y3 b
m 5 0 1 0 1 60
T2 6 1 0 0 1 140
Y2 1 0 0 1 1 20
—c 4 0 0 0 1 140

1 Aktuelle Basis Losung: x1 = 0; x2 = 140; y; = 60; yo = 20; y3 = 0;

Die Basis 16sung ist zuldssige und alle Eintrage ¢ sind > 0
= Primal ist zu ende gekommen und man kann das Optimum ablesen.

F(#*) = 140,

1-Mal Dual, 1-Mal Primal und Antwort

7" = (1,22, y1,Y2,y3) = (0,140, 60,20,0)




Aufgabe 3: Integration - Teil | (15 Punkte)

1. Berechnen Sie mit partieller Integration das Integral

/23?6_2x+1d1'

2. Sei b eine positive reele Zahl. Berechnen Sie das folgende Integral durch Substitution,

b 2
/ ze T dx.
-1

Losung von Aufgabe 3: (14-24+2+2)+(2+1+1+43+41)=7+8=15

3.a) Partieller Integration Formel [wv'dz = uv — [w'vdz. Zu berechnen ist [ ze *dx, wihlt man

1
u=22 = =2 und Vv =¥ = = —56_29”“.
alternative
u=z = ' =1 und v =22t = y=_ 2L
Partieller Integration liefert dann
/2xe‘2’”+1dx o pe2mtl /1(_26—2%1)% _ el /€—2x+1dx
1 1
_ —2z+1 _ — —2z+1 _ _ —2z+1 - C
xe 5¢ e (x + 2) +
3.b) Fiir u = —x? ist
d 1
o —2r = du = —2zxdr & dr = ——du..
dzx 2x

Die Grenzwerte transformation ist:
fir x =—-1=u(-1) = -1, fiir = b = u(b) = —b?;

Setzt man die Substitution ein

b —b2 1 1 —b2
/ a:efxzcm:/ ——z-edu=—= e'du

—1 -1 2z 2 —1
1 1 1 1
= _5[611,]:[1)2 == _§(€_b2 — 6_1) = 58_1 — §€_b2




Aufgabe 4: Integration - Teil Il (19 Punkte)

Betrachten Sie die zwei folgenden Funktionen

4 r+1 <2
= > = - .
g(CU) l‘—i-l, x>0 f(x) { 2$3_3 ’x22

4.a) Zu berechnen ist die Flache zwischen f(x) und g(z) im Interval [1, 3].

i) Berechnen Sie g(1) und g(3).

g\)=___ 9(3) =

ii) Skizzieren Sie die Funktion g im gegebenen Koordinatensystem und markieren Sie die zu be-
rechnende Fléche.

0 1 2 3

iii) Berechnen Sie die Stammfunktionen von g und f (fir z > 2 und z < 2).

iv) Berechnen Sie die markierte Fléache (fir ihre Antwort geniigt es, die Integrationsgrenzen einzu-
setzen, d.h. hier ist ihr Taschenrechner nicht nétig).

4.b) Betrachten Sie wieder die oben definierte Funktion g. Existiert das uneigentliche Integral

/OOO g(x)dx ?

Losung von Aufgabe 4: 1+[2+2+3]+[2+42]+[2+1]+[2+1+1]=1+7+4+3+4=19

4.a) Fliache Berechnung
i) g(1) =2=f(1) und ¢(3) =1 = f(3).

ii) Die Funktion g ist monotone fallend und f liegt offenbar oberhalb von g auf [1, 3].

f




iii) Die Stammfunktionen

4
/ dr =4ln|x+ 1|+ C Stammfunktion ¢ (1)
r+1
2
/:c + ldzx = % +z+C Stammfunktion f, fiir z <2 (2)
P 3da: = gln |22 — 3|+ C Stammfunktion f, fiir x > 2 (3)

iv)

[ 1@ - gz = [ dx—/ f() dw+/ i

1—7d dzx
/ T +/ 23:— x+1]

[:52 x—4ln|$+1|}1+ bln|2x_3y—4ln|x+1!E

— (4 12— 41n3) (%—1—1—41112) + (gln3—4ln4) - (glnl —41n3)
— ...~ 1.375333

4.b) Bis Unendlich. Das ist ein uneigentliches Integral, dass man direkt nicht berechnen kann. Das Integral
hat Sinn nur durch ein Limmesm d.h.

[e.e]
/ x)dx = hm/ g(z
0
=1 41 1
Jim [41n ]z +1[]g
= lim (4ln|b+ 1| —41In|1])
b—o0

= lim 4ln|b+ 1] =0
b—o00

D.h. das Integral existiert nicht.

Aufgabe 5: Differentialgleichungen (16 Punkte)

5.a) Betrachten Sie folgende DGL

_ > 1, y(1) = -
y_x’ 7x— 7y - 2'

Die obere DGL ist separabel und nichtlinear. Berechnen Sie, durch die Methode der Trennung der
Variablen, die Losung der DGL.

5.b) Betrachten Sie folgende lineare inhomogene DGL:
y/ - 4.%':1/ = €2x2’ y(O) = 107 x> 0.

Es sei Ihnen gegeben, dass yp(z) = K 2 die Losung der zugehdrigen homogenen DGL y;, —4zy;, = 0
ist. Berechnen Sie damit die Losung y = y;, + y, der urspriinglichen DGL mittels Variation der
Konstanten.



Lésung von Aufgabe 5: (2+2+1+1)+(2+2+2+2+1+1)=6+10=16

5.a) Einfach Trennung der Variablen

2

1d 1 1 1
y,:7y <:>—2—y:—:>—dy:fd:p
y2dr x T

x 32
1 1
:>/—2dy:/fdx
Yy T
1

1
S——=hjz|+Key=
Y

K +In|z|
Um K zu bestimmen setzen wir die Bedingung y(1) = 2 ein, namlich

1 1 1 1
=gyl & = T e = o K =9
v e =T 3T K

Die Losung der DGL ist
1

Y@ = =5

5.b) Die Losung der DGL:

222

e Variation der Konstanten K — K(z), dann y, = K(x)e

e Die DGL fiir K(z) ist

(K'@)e*” + Klaptm)e™ ) - da(Blaye™™ ] = ¢

Yp dzyp
& K’(uv)eh2 = 2’
s K'(r)=1= K(x) = .

222

Also y,(z) = xe
e Die Losung ist dann y(z) = yp + y, = Ke2*" + ze?*”.

Mit y(0) = 1, haben wir 10 = y(0) = Ke® + 0 & K = 10.

e Die Losung der DGL ist , ,
y(x) = 10e*™ + e,




