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1. Aufgabe 10 Punkte

(i) Finden Sie eine explizite Stammfunktion zu folgenden Funktionen:

22 +9 "
filz) = 3 fa(z) = ¥ — cos(2x)
Losung:
3 2r 3 2
Fie) =" ar, By = onC0)

(ii) Finden Sie eine explizite Stammfunktion zu der folgenden Funktion:
glx) =zva?+1

Losung: Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist
G(z) = 5 yvy? + 1dy eine Stammfunktion. Fiir die Berechnung des Integrals benutzen wir
die Substitution y? + 1 — u und erhalten

R TR C S

(iii) Finden Sie eine Funktion h: R — R, so dass

/ h(y) dy =
0
gilt fiir alle z € [0, 00).

Losung: Setze H(y) = ye¥ und h(y) := H'(y) = e¥ + ye¥. Nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung gilt dann

/Ox h(y) dy = H(z) — H(0) = ze".

2. Aufgabe 18 Punkte

(i) Berechnen Sie das folgende Integral:
2 1
—d
Am—w“
Losung:

Mit der Substitution x — u + 1 erhalten wir f1 1)2 dr = fo -z du. Man beachte, dass bei 0
eine Polstelle ist. Wir berechnen dann

fir e — 0, alsofl( myz di = 00



(ii) Berechnen Sie das folgende Integral:

/ cos(z)e *dx
0

Losung:

Sei R > 0. Zweimal partiell integrieren gibt

R R R R
/ cos(z)e” " dx = sin(z)e”"| " — cos(x)e [, — / cos(z)e™ ™ dx
0 0

und somit
R
2/ cos(x)e % dx = sin(R)e * — cos(R)e F + 1
0

woraus folgt

sin(R)e™® — cos(R)e F n 1 1

R—00 2 2 9

/ cos(z)e” ¥ dr = lim
0

(iii) Berechnen Sie das folgende Integral:

>~ 1
/2 xIn(x) de

Losung: Wir bemerken dass (In(In(z))) = —+— gilt, also

zIn(x)

R 1 "
/2 xIn(x) dx = In(In(z))[, = In(In(R)) — In(In(2)) — oo

fir R — oo, also [5° ﬁ(@ dr = co.

3. Aufgabe

(i) Bestimmen Sie jeweils die erste Ableitung zu folgenden Funktionen:

f(z) = , g(x)=In(z+1).

Losung:

16 Punkte



(ii) Finden Sie zwei gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung mit
Anfangsbedingungen, so dass deren Losung gerade die Funktionen f und g aus Teil (i) sind.

Losung: Es ist

@) =~y = 2 (@)
und f(0) = 1, d.h. f 16st die DGL
f(2) = —22(f@)% £(0)= 1. M)
Weiter ist
In(zx + 1) g(x)

@) = G )mE+ )~ @+ D@+ D

und ¢(0) = 0, d.h. g 16st die DGL

g'(x) = (@ + 1;]52:75 1y 9(0) =0. 2)

(iii) Geben Sie an, ob es sich bei den Differentialgleichungen um homogene, inhomogene,
separable bzw. lineare DGL handelt.

Losung: (1) ist homogen, separabel, nichtlinear. (2) ist homogen, separabel, linear.

4. Aufgabe 18 Punkte

Gegeben sei die folgende Differentialgleichung;:

y'(t) = —t2y(t), y(0)=1

(i) Geben Sie an, ob die Differentialgleichungen homogen, inhomogen, separabel bzw. linear ist.

Losung: Die Gleichung ist homogen, separabel und linear.

(ii) Losen Sie die DGL mit einer Methode Ihrer Wahl.
Losung: Mit der Losungsformel aus der Vorlesung sehen wir, dass

+3

t
y(t) =e fo s* ds —e 3
die Gleichung 16st.

(iii) Rechnen Sie nach, dass die von IThnen gefundene Losung tatsichlich die DGL 16st.
Losung:

Es ist y(0) = e’ = 1 und

3
Y () = —t2e~5 = —t2y(1).



5. Aufgabe 20 Punkte

Gegeben sei das folgende lineare Gleichungssystem:

€1 +ax3=1
xr1 + T2 =-1
4z 4+ 229 + 23 =0

(i) Bringen Sie das LGS in die Form A% = b fiir eine geeignete Matrix A € R3*3 und einen
geeigneten Vektor b € R3.

Losung: Es ist

10 1 1
A=|[11 0|, b=]-1
4 2 1 0

(ii) Zeigen Sie mit einer Methode Threr Wahl, dass die Matrix A vollen Rang hat.
Losung:

Wir berechnen die Determinate (z.B. mit der Regel von Sarrus) und erhalten

1
det | 1
4

N = O

1
0| =-1.
1

Damit hat A vollen Rang.

(iii) Bestimmen Sie die Losungsmenge des LGS mit Hilfe des GauBalgorithmus.

Losung: Die eindeutige Losung des LGS ist gegeben durch 7 = (1, —2,0).

6. Aufgabe 18 Punkte

Gegeben sei die folgende Matrix:

c R4X4

O O N
=~ w o o
O O Ot O
co O O

(i) Berechnen Sie die Determinante der Matrix B.

Losung: Nach dem Laplace’schen Entwicklungssatz ist

Entwicklung nach 1. Zeile 1 007 05 0 290 5

die anderen Summanden sind 0 2 0 5 0

absichtlich so gewahlt det 036 0l det {3 6 0] —Tdet 0 3 6
040 8 4 0 8 0 40

—120 + 336 = 216.


Entwicklung nach 1. Zeile
die anderen Summanden sind 0
absichtlich so gewählt


(ii) Welchen Rang hat die Matrix B?
Losung: Da die Determinate ungleich 0 ist hat die Matrix vollen Rang, d.h. Rang(B) = 4.
(iii) Sei b € R* ein belichiger Vektor. Betrachten Sie das LGS B = b. Was konnen Sie iiber die
Losungsmenge des LGS sagen?
Losung: Die Losungsmenge besteht aus genau einem Element.
(iv) Beweisen Sie die folgende Aussage: Hat eine Matrix A € R™*" vollen Rang, so hat auch A*- A
vollen Rang.

(Hinweis: Benutzen Sie den Zusammenhang zwischen Determinante und Rang einer Matriz
sowie den Determinantenmultiplikationssatz, d.h. dass det(C - D) = det(C) - det(D) gilt.)

Losung: Eine Matrix hat vollen Rang genau dann wenn die Determinante ungleich 0 ist.
Damit gilt det(A4) # 0 und det(A?) = det(A) # 0, somit auch

det(A - AY) = det(A) - det(A") # 0

und so hat auch A - A vollen Rang.



