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1. Aufgabe 10 Punkte

(i) Finden Sie eine explizite Stammfunktion zu folgenden Funktionen:

f1(x) = x2 + 9
3 , f2(x) = e2x ≠ cos(2x)

Lösung:

F1(x) = x3

9 + 3x, F2(x) = e2x ≠ sin(2x)
2

(ii) Finden Sie eine explizite Stammfunktion zu der folgenden Funktion:

g(x) = x


x2 + 1

Lösung: Nach dem Hauptsatz der Di�erential- und Integralrechnung ist
G(x) =

s
x

0 y


y2 + 1 dy eine Stammfunktion. Für die Berechnung des Integrals benutzen wir
die Substitution y2 + 1 ‘æ u und erhalten

⁄
x

0
y

Ò
y2 + 1 dy = 1

2

⁄
x

2+1

1

Ô
u du = (x2 + 1) 3

2

3 ≠ 1
3 .

(iii) Finden Sie eine Funktion h : R æ R, so dass
⁄

x

0
h(y) dy = xex

gilt für alle x œ [0, Œ).
Lösung: Setze H(y) = yey und h(y) := H Õ(y) = ey + yey. Nach dem Hauptsatz der
Di�erential- und Integralrechnung gilt dann

⁄
x

0
h(y) dy = H(x) ≠ H(0) = xex.

2. Aufgabe 18 Punkte

(i) Berechnen Sie das folgende Integral:
⁄ 2

1

1
(x ≠ 1)2 dx

Lösung:

Mit der Substitution x ‘æ u + 1 erhalten wir
s 2

1
1

(x≠1)2 dx =
s 1

0
1

u

2 du. Man beachte, dass bei 0
eine Polstelle ist. Wir berechnen dann

⁄ 1

Á

1
u2 du = ≠ 1

u

--1
Á

= ≠1 + 1
Á

æ Œ

für Á æ 0, also
s 2

1
1

(x≠1)2 dx = Œ.



(ii) Berechnen Sie das folgende Integral:

⁄ Œ

0
cos(x)e≠x dx

Lösung:

Sei R > 0. Zweimal partiell integrieren gibt

⁄
R

0
cos(x)e≠x dx = sin(x)e≠x

--R
0 ≠ cos(x)e≠x

--R
0 ≠

⁄
R

0
cos(x)e≠x dx

und somit

2
⁄

R

0
cos(x)e≠x dx = sin(R)e≠R ≠ cos(R)e≠R + 1

woraus folgt
⁄ Œ

0
cos(x)e≠x dx = lim

RæŒ

sin(R)e≠R ≠ cos(R)e≠R

2 + 1
2 = 1

2 .

(iii) Berechnen Sie das folgende Integral:

⁄ Œ

2

1
x ln(x) dx

Lösung: Wir bemerken dass (ln(ln(x)))Õ = 1
x ln(x) gilt, also

⁄
R

2

1
x ln(x) dx = ln(ln(x))

--R
2 = ln(ln(R)) ≠ ln(ln(2)) æ Œ

für R æ Œ, also
s Œ

2
1

x ln(x) dx = Œ.

3. Aufgabe 16 Punkte

(i) Bestimmen Sie jeweils die erste Ableitung zu folgenden Funktionen:

f(x) = 1
x2 + 1 , g(x) = ln(x + 1).

Lösung:

f Õ(x) = ≠ 2x

(x2 + 1)2 , gÕ(x) = 1
x + 1



(ii) Finden Sie zwei gewöhnliche Di�erentialgleichungen erster Ordnung mit
Anfangsbedingungen, so dass deren Lösung gerade die Funktionen f und g aus Teil (i) sind.
Lösung: Es ist

f Õ(x) = ≠ 2x

(x2 + 1)2 = ≠2x(f(x))2,

und f(0) = 1, d.h. f löst die DGL

f Õ(x) = ≠2x(f(x))2, f(0) = 1. (1)

Weiter ist

gÕ(x) = ln(x + 1)
(x + 1) ln(x + 1) = g(x)

(x + 1) ln(x + 1)

und g(0) = 0, d.h. g löst die DGL

gÕ(x) = g(x)
(x + 1) ln(x + 1) , g(0) = 0. (2)

(iii) Geben Sie an, ob es sich bei den Di�erentialgleichungen um homogene, inhomogene,
separable bzw. lineare DGL handelt.
Lösung: (1) ist homogen, separabel, nichtlinear. (2) ist homogen, separabel, linear.

4. Aufgabe 18 Punkte

Gegeben sei die folgende Di�erentialgleichung:

yÕ(t) = ≠t2y(t), y(0) = 1

(i) Geben Sie an, ob die Di�erentialgleichungen homogen, inhomogen, separabel bzw. linear ist.
Lösung: Die Gleichung ist homogen, separabel und linear.

(ii) Lösen Sie die DGL mit einer Methode Ihrer Wahl.
Lösung: Mit der Lösungsformel aus der Vorlesung sehen wir, dass

y(t) = e≠
s t

0 s

2
ds = e≠ t3

3

die Gleichung löst.

(iii) Rechnen Sie nach, dass die von Ihnen gefundene Lösung tatsächlich die DGL löst.
Lösung:

Es ist y(0) = e0 = 1 und

yÕ(t) = ≠t2e≠ t3
3 = ≠t2y(t).



5. Aufgabe 20 Punkte

Gegeben sei das folgende lineare Gleichungssystem:

x1 + x3 = 1
x1 + x2 = ≠1

4x1 + 2x2 + x3 = 0

(i) Bringen Sie das LGS in die Form Ax̨ = b̨ für eine geeignete Matrix A œ R3◊3 und einen
geeigneten Vektor b̨ œ R3.
Lösung: Es ist

A =

Q

ca
1 0 1
1 1 0
4 2 1

R

db , b̨ =

Q

ca
1

≠1
0

R

db .

(ii) Zeigen Sie mit einer Methode Ihrer Wahl, dass die Matrix A vollen Rang hat.
Lösung:

Wir berechnen die Determinate (z.B. mit der Regel von Sarrus) und erhalten

det

Q

ca
1 0 1
1 1 0
4 2 1

R

db = ≠1.

Damit hat A vollen Rang.

(iii) Bestimmen Sie die Lösungsmenge des LGS mit Hilfe des Gaußalgorithmus.
Lösung: Die eindeutige Lösung des LGS ist gegeben durch x̨t = (1, ≠2, 0).

6. Aufgabe 18 Punkte

Gegeben sei die folgende Matrix:

B =

Q

ccca

1 0 0 7
2 0 5 0
0 3 6 0
0 4 0 8

R

dddb œ R4◊4

(i) Berechnen Sie die Determinante der Matrix B.
Lösung: Nach dem Laplace’schen Entwicklungssatz ist

det

Q

ccca

1 0 0 7
2 0 5 0
0 3 6 0
0 4 0 8

R

dddb = det

Q

ca
0 5 0
3 6 0
4 0 8

R

db ≠ 7 det

Q

ca
2 0 5
0 3 6
0 4 0

R

db

= ≠120 + 336 = 216.

Entwicklung nach 1. Zeile
die anderen Summanden sind 0
absichtlich so gewählt



(ii) Welchen Rang hat die Matrix B?
Lösung: Da die Determinate ungleich 0 ist hat die Matrix vollen Rang, d.h. Rang(B) = 4.

(iii) Sei b̨ œ R4 ein beliebiger Vektor. Betrachten Sie das LGS Bx̨ = b̨. Was können Sie über die
Lösungsmenge des LGS sagen?
Lösung: Die Lösungsmenge besteht aus genau einem Element.

(iv) Beweisen Sie die folgende Aussage: Hat eine Matrix A œ Rn◊n vollen Rang, so hat auch At · A
vollen Rang.
(Hinweis: Benutzen Sie den Zusammenhang zwischen Determinante und Rang einer Matrix
sowie den Determinantenmultiplikationssatz, d.h. dass det(C · D) = det(C) · det(D) gilt.)
Lösung: Eine Matrix hat vollen Rang genau dann wenn die Determinante ungleich 0 ist.
Damit gilt det(A) ”= 0 und det(At) = det(A) ”= 0, somit auch

det(A · At) = det(A) · det(At) ”= 0

und so hat auch At · A vollen Rang.


