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Losungen

1. (Folgen und Grenzwerte) [20 Pkt]

a) Eine Folge (a,) ist beschriankt, wenn es ein K < oo gibt, so dass |a,| < K fir [4 Pkt]
alle n € N, d.h. alle Folgeglieder sind im Betrag kleiner als K.

Ein Beispiel fiir eine Folge (ay,), die von unten durch 1 beschrénkt und konver-
giert, ist a, = 2 — 1/n fiir alle n € N.

Zu zeigen: a,, — 2 fiir n — oo.

Fiir ein beliebiges € > 0 soll nun N(e) so bestimmt werden, dass |a, — 2| < ¢
fiir alle n > N(¢e). Dazu betrachte
1 1 1 1
]an—2]:’2———2‘:’——‘:—<5 = n > —.
n n n £
Wiéhlt man somit N(g) = 1/e, dann gilt, dass |a, — 2| < ¢ fiir alle n > N(e),
d.h. a,, — 2 fir n — oo.

b) Im folgenden soll jeweils der Parameter a so bestimmt werden, dass die gege- [9 Pkt]
benen Folgen (a,) konvergieren und den Grenzwert 1/2 besitzen.
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Durch Auflésen dieser Gleichung nach a ergibt sich
1

3
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Fiir a = 3/2 konvergiert fiir n — oo somit die gegeben Folge (a,,) gegen 1/2.
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Durch Auflosen dieser Gleichung nach a ergibt sich
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Fiir a = 1 konvergiert somit fiir n — oo die gegeben Folge (a,,) gegen 1/2.

Zunéchst einmal sei @ # 1. Dann ergibt sich aus der Formel fiir die geometrische

Reihe, dass

n n 1_an+1 1_an+1_1+a a_an+1
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Damit die Folge (a,) konvergiert, ist es somit notwendig, dass |a| < 1 ist. In
diesem Fall ergibt sich

n n+1
. ko a—a _ a1
nhﬁmoo ; @ = nh—>moo 1—a N 1—a N 2’
Daraus folgt durch Auflésen nach a
¢ ! — 2 1 = !
= - a=1-a a = —.
1l—a 2 3

Folglich konvergiert fiir a = 1/3 die gegeben Folge (a,,) gegen 1/2 fiir n — oo.

Gegeben sei die rekursive Folge

2 1
a; = 3, Qpy1 = g(l — an+1>, fir alle n € N.

Zu zeigen: a, > 0 fiir allen € N

IA| Fiir n = 1 gilt: a; = 3> 0.

Angenommen die Aussage ist wahr fiir ein n € N, d.h. a,, > 0.
n — n+ 1. Zu zeigen: a,+1 > 0. Aber,

) B )

ntl = 3 a +1) = 30U T 041

Begriindung 1: Im zweiten Schritt wurde hierbei benutzt, dass

1 1 1

n >0 = 1> = - < - .
n = = 1 0+1 = a,+1

Begriindung 2: Im zweiten Schritt wurde hierbei benutzt, dass die Funktion
z+— 1 —1/(x+ 1) monoton wachsend ist, da fiir alle x # —1 gilt

1 ! I— L >0
r+1)  (z+1)2 — 7

Zu zeigen: a,.1 < a, fir alle n € N

Fiir n =1 gilt:

2 (1 1 ) 2 3 1 < 3
a = - —_ — = == = - = Q1.
2730 341 3 4 2 !
Angenommen die Aussage ist wahr fiir ein n € N, d.h. a,11 < a,.
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n —n+ 1. Zu zeigen: a, 19 < a,.1. Aber,

= Qn+1,

21 ) £ 20 5)

In+2 = 3 i +1) = 3 y + 1

Begriindung 1: Im zweiten Schritt wurde hierbei benutzt, dass
1 1 1 1
>

n <a << < — - = E——
ot = @ an+1 an+1—|—1 an—{—l (In+1—|—1

da a,, > 0 fiir n € N ist.

Begriindung 2: Im zweiten Schritt wurde hierbei benutzt, dass die Funktion
z+ 1 —1/(z + 1) monoton wachsend ist, da fiir alle x # —1 gilt

i . > 0
z+1)  (z+1)2 = 7

Die Folge (a,) ist somit von unten beschrénkt und féllt monoton. Da jede
monoton, beschrénkte Folge konvergiert, gibt es somit eine Zahl a € [0, 3], so
dass lim,,_,~ @, = a. Durch Ubergang zum Grenzwert auf beiden Seiten der
Rekursionsgleichung ergibt sich dann

I i 2<1 1 > 2 (1 1 ) 2a
= nte1 = lim =(1— = - ({1- =
e e an + 1 3 a+1 3(a+ 1)

Durch Auflésen dieser Gleichung nach a erhélt man

20 = Ba+1) =0 = 0 Vv L
a = —/——~ a(3a = a = a=——=
3(a+1)

Da aber a € [0, 3] liegen muss, ergibt sich folglich lim,, ., a, = 0.

2. (Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen) [20 PFkt]

a) Eine Funktion f besitzt an der Stelle xy eine Unstetigkeitsstelle 2. Art mit [/ Pkt]
Vorzeichenwechsel, falls entweder

l. — d 1. ’ —_—
3 7( J— d 1 f J— .

Ein Beispiel einer Funktion, die in z( eine Unstetigkeitsstelle 2. Art mit Vor-
zeichenwechsel hat, ist f(x) = 1/z, denn es gilt
1 .1

li = lim— = d li = lim - = —o0.
lim f(z) lim ~ +o00  un lim f(z) lim 00



b) Es soll zundchst das Verhalten der Funktion (8 Pkt]

VB —V2 VBt —v2  px)
- 22-25  (z-5)(xz+5)  qx)

/(=)

an der Stelle o = 5 untersucht werden. Es gilt, dass lim, 5 p(z) = V2 und
ViFT-VE _
(z=5)(x+5)
da ¢(z) > 0 fiir alle € [5, 6] und lim,~ 5 ¢(z) = 0. Andererseits ergibt sich fiir
) V3+z—2
lim f(z) = lim = —o0,
x5 z/5 (xr —5)(x +5)

da ¢(x) < 0 fiir alle z € [4,5] und lim,~ 5 ¢(x) = 0. Somit besitzt die Funktion
f an der Stelle ¢y = 5 eine Unstetigkeitsstelle 2. Art mit Vorzeichenwechsel.

Nun soll das Verhalten der Funktion

g/ =g

4|x| + 4x
f(z) = s
an der Stelle zy = 0 untersucht werden. Da aber
4 4 4 4
lim f(z) = lim AT drrde e g
2\.0 z\0 x z\,0 x z\0
und
4 4 —4 4
lim fz) = lim AT g AT 0 Z o
2\0 z\0 T z\0 x LA

besitzt die Funktion f somit an der Stelle zy = 0 eine Unstetigkeitsstelle 1. Art
(Sprungstelle).

c) Gegeben sei die Funktion |8 Pkt]

h(z) = {;tax) tan (%) z j

Zunachst einmal ist die Funktion z +— 1 — x fiir alle x € R und die Funktion
x +— tan(mx/2) auf ihrem Definitionsbereich, d.h. fir alle z € R\ Z stetig.
Da das Produkt stetiger Funktionen ebenfalls stetig ist, folgt somit, dass die
Funktion h stetig ist fiir alle x # 1, an denen der Tangens definiert ist.

Somit geniigt es das Verhalten von h an der Stelle x = 1 néher zu untersuchen.
Es gilt

lim(1 — z) tan(7z/2) = lim (1 — z)sin(rz/2)

o z=>1  cos(mx/2)
0 —sin(7x/2) + g(l — x) cos(mz/2) 9
= lim = = =
vl —5 sin(mx/2) T

wobei im zweiten Schritt de I’Hospital benutzt wurde. Damit die Funktion A
an der Stelle z = 1 stetig ist, muss somit a so gewéhlt werden, dass h(1) = 2/7
ist. Daraus folgt

2
3+a = — — a = —=3
™



3. (Newtonverfahren und Taylorentwicklung) [20 PFkt]
Gegeben sei die Funktion f: (—1,00) — R

f(z) = 2In(1 4+ z) — =.

a) Die ersten beiden Ableitungen sind gegeben durch [4 Pkt]
2 2
/ — — 1 " — — .
R A e

b) Das Newtonverfahren konvergiert gegen eine Nullstelle z, falls es ein Intervall [/ Pkt
[a, b] gibt, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind

(1) Die Funktion f besitzt im Intervall [a, b] eine Nullstelle.
(2) f'(x) # 0 fir alle x € [a, b].

(3) Die Funktion f ist auf [a, b] entweder konvex oder konkav.
(4) Es gilt a — f(a)/f'(a) € [a,b] und b — f(b)/f'(b) € [a,].

Zunichst einmal ist die Funktion f stetig und (beliebig oft) differenzierbar mit [7 Pkt]
f(0) = 0. Weiterhin gilt, dass

0:f’(:1c):12$—1 — l—2z =2 — r =1
mit f”(1) = —1/2 < 0. Somit besitzt die Funktion f in x = 1 ein lokales Maxi-
mum und ist folglich auf dem Intervall [0, 1] monoton wachsend und auf dem In-
tervall [1, oo) monoton fallend. Da, wie gesagt, f stetig ist und f(2) ~ 0.197 > 0
und f(4) =~ —0.781 < 0, folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass die Funktion
f im Intervall [2,4] die erste (und einzige) positive Nullstelle besitzen muf.
Zudem ist f'(x) < 0 fir alle z € [2,4]. Weiterhin ist die Funktion f auf
dem Intervall [2,4] konkav, da f”(z) < 0 fiir alle z € [2,4]. Schliefllich gilt
2— f(2)/f(2) = 2592 € [2,4] und 4 — f(4)/f'(4) ~ 2.698 € [2,4]. Somit sind
sdmtlich Voraussetzungen des Satzes iiber die Konvergenz des Newtonverfah-
rens erfiillt, d.h die Folge (x,, : n € Ny) mit 2o = 2 und

Ty = Zp q— f(zn)
f(@n)
konvergiert gegen erste positive Nullstelle.
n| @, | flzn)
0 2 0.197
1125916 | —0.034
2| 2.5140 | —0.001

Die erste positive Nullstelle ist somit ndherungsweise gegeben durch z ~ 2.5140.

¢) Das zweite Taylorpunkt 75 f(z;2) von f an der Stelle 2 ist gegeben durch [5 Pkt]
/ 2 14 2
Df(e:2) = @) + D2 w2y T2 oo
— 2In(3) -2 - (e—2) — (-2
B 3 9
1 1
= —§x2 + 9f " 9 + 2In3



Die Nullstellen von 75 f(z;2) sind gegeben durch

0 = Tof(z;2) = 0 =a2"~2+16—18In3

1 1
= 1y = éi\/1—16+18ln3 ~ 0.5 £ 2.006,

d.h. die Funktion T5f(z;2) besitzt eine negative und eine positive Nullstelle,
wobei letztere durch x = 2.506 gegeben ist.

4. (Differentiation und implizite Funktionen) [20 PFkt]

a) Eine Funktion f besitzt an der Stelle z( eine rechtsseitige Ableitung, falls fol-

gender Grenzwert existiert

lim f(zo+h) — f(xo)_
N0 h

Als Beispiel fiir eine Funktion die an der Stelle xqg = 0 stetig aber nicht diffe-
renzierbar ist, ist die Funktion f(z) = |z|, denn es gilt

i%f(:c) = lme =0 = f(0) und i%f(x) = -z =0 = £(0),

d.h. f ist an der Stelle ¢y = 0 stetig und

limf(0+h)_f(0) = hm@ = 1imﬁ = lim1l = 1
hN\O h N0 h N0 h AN
sowie
limf(0+h)_f(0) = hm@ Tl GO P R
h,0 h h 0 h h0 h h 0

Da die rechtsseitige und linksseitige Ableitung nicht iibereinstimmen, ist die
Funktion f somit im Punkt xy = 0 nicht differenzierbar.

Im folgenden soll das Kriimmungsverhalten der Funktion f(z) = |22 — 2| un-
tersucht werden. Zunéchst einmal ist die Funktion f stetig. Da weiterhin gilt,
dass 22 — 2 = 0 genau dann, wenn z = ++/2 ist, kann die Funktion f auch
folgendermaflen dargestellt werden.

fa) = 22 —2, € (-0, —V2]U[V2,00)
=22 +2 ze(—V2,V2) '

Die Funktion f ist zudem fiir alle z € R\ {—+/2,1/2} differenzierbar und es gilt
fl(x) =2  und  f(z) = 2
fiir # € (—o0, —v/2) U (v/2,00) und
fl(x) = =22 und  f"(z) = =2

fiir # € (—v2,v2). Da f"(z) = 2 > 0 fiir alle # € R\ [—v/2,V?2], ist f auf
dem Intervall (—oo, —/2) sowie auf dem Intervall (v/2, 00) (strikt) konvex. Fiir
alle 2 € (—v/2,v/2) ist f"(r) = —2 < 0. Somit ist die Funktion f auf diesem
Intervall (strikt) konkav.

[4 Pkt]
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c¢) Die Funktion y = y(z) sei implizit gegeben durch die Losung der Gleichung [10Pkt]
f(z,y) = e cosy = 0.
Die ersten partiellen Ableitungen der Funktion f sind gegeben durch
O f(z,y) = € cosy und Oyf(x,y) = —e’siny.

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen gilt

0.0, f(z,y) = € cosy und 0,0, f(x,y) = —e®cosy
sowie

0,0, f(x,y) = —e’siny = 0,0,f(z,y)

Die erste Ableitung der Funktion y ist somit gegeben durch

oy Ouf(x,y)  cosy
(z) = _3yf(x,y) ~ siny’

Fiir die zweiten Ableitung der Funktion y ergibt sich

J(z) = — —(siny)? -y (x) — (cosy)* - ¥/ (x)
(siny)?
sin?y + cos?y (2) 1 cosy cosy
- —_— z) = - —— . — 2 = —
(siny)? Y (siny)? siny (siny)3’

wobei im dritten Schritt benutzt wurde, dass siny + cos?y = 1 ist.

5. (lokale und globale Extrema) [20 PFkt]

a) Eine Funktion f: R? — R besitzt an der Stelle z ein lokales, isoliertes Ma- [4 Pkt]
ximum, wenn es eine Umgebung U(zg) gibt, so dass f(y) < f(zo) fiir alle
y € U(xg) \ {xo}. Der Unterschied zwischen einem lokalen Maximum und ei-
nem lokalen, isolierten Maximum ist, dass es in der Umgebung U(z) um den
Punkt xy Punkte geben kann, die auf der gleichen Hohe wie das Maximum
liegen.

Ein Beispiel fiir eine Funktion, die an der Stelle xy = 0 ein lokales, aber kein
isoliertes lokales Maximum besitzt, ist die Funktion f(z,y) = —2?, da f in
y-Richtung konstant ist.

b) Gegeben sei die Funktion f: R? — R mit f(z,y) = —2* + 2%y + 2y%. Die ersten [10Pkt]
partiellen Ableitungen der Funktion f sind gegeben durch

Ouf(x,y) = —4a* + 2y und O, f(x,y) = 2%+ 4y.
Fiir die zweiten partiellen Ableitungen gilt
0.0, f(x,y) = —122° + 2y, und 0,0y f(x,y) = 4

sowie

0.0, f(x,y) = 20 = 0,0,f(x,y).



Der Gradient und die Hessematrix der Funktion f sind somit gegeben durch

—1222 + 2y 2:6)

Vi(z,y) = (—42° + 2zy, 2* + 1y), Hess f(z,y) = < 9 4

Im folgenden soll die Funktion f auf Extrema im Inneren der Menge D unter-
sucht werden. Aus dem notwendigen Kriterium fiir Exrema von differenzierba-
ren Funktionen ergibt sich

0 = Vf(z,y) = 0 =423 +2zy A 0 = 2% +4y.

Durch Auflésen der zweiten Gleichung nach y = —2?/4 und Einsetzen in die
erste Gleichung erhélt man
1 x? 7 x?
0 -5z ANy 1 = 0 5% ANy 1

d.h. die Funktion f besitzt nur im Punkt (0,0), der zudem in der Menge D
liegt, einen kritischen Punkt mit f(0,0) = 0. Weiterhin gilt

Hess f(0,0) = (8 2)

Da die Determinaten von Hess (0, 0) verschwindet, 148t sich der kritische Punkt
an der Stelle (0,0) nicht weiter klassifizieren.

Im folgenden soll nun das Extremum der Funktion f auf dem Rand der Menge [6 Pkt]
D, d.h. unter der Nebenbedingung —z + 2y = 0, bestimmt werden. Durch
Auflésen der Nebenbedingung nach z = 2y und Einsetzen in die Funktion f

ergibt sich

Fly) = f(2y,y) = —16y" + 4y° + 24>,

Somit geniigt es die Funktion F' auf Extrema zu untersuchen. Die ersten beiden
Ableitungen der Funktion F' sind gegeben durch

F'lly) = —64y> +12> +4y  und  F'(y) = —192y° + 24y + 4
Aus dem notwendigen Kriterium fiir differenzierbare Funktionen ergibt sich
0 = F'(y) — 0 = y(—16y* +3y +1)
Da aber

3+ /73
0= —16y°+3y+1 = mp =

besitzt die Funktion F' somit drei kritische Stellen, ndmlich

3-V73 3+73
mo=0 vV op="—p— = -0173 Vv y3=+3—2z0.361.

Durch Einsetzen dieser Werte in die zweite Ableitung von F' erhilt man
F'(y1) = 4 > 0, F'(y2) =& =59 < 0 und F"(y3) =~ —124 < 0.

Aus dem hinreichenden Kriterium fiir Extrema von differenzierbaren Funktio-
nen ergibt sich daher, dass die Funktion F' an der Stelle y; ein lokales Mini-
mum mit F(y;) = 0 und an den Stellen y, und y3 lokale Maxima besitzt mit
F(y2) = 0.025 und F(y3) = 0.177.



