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1. Aufgabe 18 Punkte

Sie haben 2600 EUR und wollen diese bei Ihrer Bank anlegen. Ihr Berater macht Ihnen zwei
Angebote: Bei Anlage A wird Ihr Geld jährlich mit 2 % verzinst, allerdings werden Ihnen zu Anfang
100 EUR Abschlussgebühren von den 2600 EUR abgezogen. Bei Anlage B wird Ihr Geld jährlich
mit 5 % verzinst, allerdings werden Ihnen dabei 600 EUR Abschlussgebühren berechnet. Bei beiden
Angeboten verbleiben die Zinsen in der Festanlage und werden im nächsten Jahr mit verzinst.

(i) Berechnen Sie das Kapital in Anlage A und B nach zwei Jahren.

(ii) Welche der beiden Anlagen würden Sie auf lange Sicht hin vorziehen? Begründen Sie Ihre
Antwort.

(iii) Ihr Berater macht Ihnen noch ein drittes Angebot. Bei Anlage C werden Ihnen keine
Abschlussgebühren berechnet, die Verzinsung auf Ihren eingezahlten Betrag liegt ebenfalls bei
5 %, allerdings gibt es auf die Zinsen selbst keine Zinsen mehr (d.h. pro Jahr wird Ihnen ein
konstanter Betrag als Zins ausgezahlt). Würden Sie auf das Angebot eingehen, wenn Sie
langfristig investieren möchten? Begründen Sie Ihre Antwort.

Lösung:

(i) Nach Zinsezinsformel gilt für Anlage A, wenn KA
2 das Kapital nach 2 Jahren bezeichnet,

KA
2 = (2600− 100)

(
1 + 2

100

)2
= 2500

(51
50

)2
= 512 = 2601

und für das Kapital KB
2 für Anlage B nach zwei Jahren erhalten wir

KB
2 = (2600− 600)

(
1 + 5

100

)2
= 2000

(21
20

)2
= 2000 · 212

400 = 2205.

(ii) Da der Zinssatz bei Anlage B höher ist als bei Anlage A würde man Anlage B vorziehen, da
nach hinreichend langer Zeit der Gewinn bei Anlage B höher ist als bei Anlage A. Formal
gilt, wenn KA

n bzw. KB
n das Kapital in Anlage A bzw. B nach n Jahren bezeichnet,

KB
n

KA
n

= 2000
2500

(
105
100

)n(
102
100

)n = 2000
2500

(105 · 100
100 · 102

)n
= 4

5

(105
102

)n
→∞

für n→∞. Insbesondere ist KB
n ist nach langer Zeit immer grösser als KA

n .

(iii) Nein. Bei Anlage C ist die Höhe des Kapitals nach n Jahren gegeben durch

KC
n = 2600 + n

(2600 · 5
100

)
= 2600 + n · 130,

bei Anlage B gilt

KB
n = 2600

(21
20

)n
= 2600en(ln(21)−ln(20))

Wir wissen aber (z.B. mit der Regel von l’Hôpital), dass

KB
n

KC
n

→∞

für n→∞ gilt, d.h. auf lange Sicht hin ist das Kapital in Anlage B grösser als in Anlage C
(oder auch: Die e-Funktion wächst schneller als jedes Polynom).



2. Aufgabe 12 Punkte

(i) Berechnen Sie den Grenzwert der angegebenen Folgen für n→∞.

an = 1
1 + n

; bn = e−n + 1; cn = 1
2 +
√
n

;

dn = 2n2 + 3
n2 + 1 ; en = ln(3n2 + 2)− ln(n2 + 1)

(ii) Argumentieren Sie warum die angegebene Folge konvergiert und geben Sie den Grenzwert an.

αn = (−1)ne−n

Lösung:

(i)

lim
n→∞

an = 0; lim
n→∞

bn = 1; lim
n→∞

cn = 0

Weiterhin gilt

dn = 2n2 + 3
n2 + 1 = 2 + 3/n2

1 + 1/n2 →
2
1 = 2

für n→∞. Nach den Logarithmusgesetzen ist

en = ln(3n2 + 2)− ln(n2 + 1) = ln
(

3n2 + 2
n2 + 1

)

und es gilt

3n2 + 2
n2 + 1 = 3 + 2/n2

1 + 1/n2 → 3

für n→∞. Da der Logarithmus stetig ist, folgt dann

lim
n→∞

en = lim
n→∞

ln
(

3n2 + 2
n2 + 1

)
= ln(3).

(ii) Es gilt limn→∞ αn = 0. Dies folgt mit Satz 2.10 aus der Vorlesung: (e−n)n∈N ist eine Nullfolge
und ((−1)n)n∈N ist eine beschränkte Folge.

3. Aufgabe 15 Punkte

Wir definieren eine Folge (an)n∈N rekursiv durch a1 = 2 und an+1 = an + 2
3n für n ≥ 1.

(i) Beweisen Sie mit Hilfe vollständiger Induktion, dass

an = 3− 1
3n−1

gilt für jedes n ∈ N.

(ii) Berechnen Sie den Grenzwert limn→∞ an.
(Hinweis: Sie dürfen die Formel für an aus Teil (i) benutzen, auch wenn Sie diese nicht
bewiesen haben sollten.)



Lösung:

(i) Induktionsanfang. Für n = 1 ergibt einsetzen in die Formel

a1 = 3− 1
30 = 3− 1 = 2,

also stimmt die Formel für n = 1.
Induktionsvoraussetzung. Wie nehmen an, für ein festes n ∈ N gelte an = 3− 1

3n−1 .
Induktionsschritt. Wir wollen zeigen, dass

an+1 = 3− 1
3n

ist. Nach Rekursionsvorschrift gilt

an+1 = an + 2
3n =I.V. 3− 1

3n−1 + 2
3n = 3− 3

3n + 2
3n = 3− 1

3n

was zu zeigen war.

(ii) Es gilt

lim
n→∞

an = 3− lim
n→∞

1
3n−1︸ ︷︷ ︸

=0

= 3

4. Aufgabe 15 Punkte

Gegeben sei folgende Funktion:

f : R→ R; x 7→ x · e−x2

(i) Untersuchen Sie die Funktion f auf lokale Extremstellen.

(ii) Berechnen Sie limx→∞ f(x) und limx→−∞ f(x).

Lösung:

(i) Nach Kettenregel und Produktregel gilt für die ersten beiden Ableitungen

f ′(x) = e−x
2 + x(−2x)e−x2 = (1− 2x2)e−x2

f ′′(x) = −4xe−x2 + (1− 2x2)(−2x)e−x2 = 2x(2x2 − 3)e−x2

Wir setzen nun f ′(x) = 0 und sehen dass dies genau dann der Fall ist wenn (1− 2x2) = 0 ist.
Die Lösungen dieser Gleichung sind gegeben durch x1 = 1√

2 und x2 = − 1√
2 , also sind dies

beides Kandidaten, bei denen Extremstellen vorkommen können. Einsetzen in die zweite
Ableitung ergibt

f ′′(x1) = 2√
2

(1− 3)e−1/2 < 0

f ′′(x2) = − 2√
2

(1− 3)e−1/2 > 0,

also existiert an der Stelle x1 ein lokales Maximum und an der Stelle x2 ein lokales Minimum.



(ii) Mit der Regel von L’Hôpital gilt

lim
x→∞

x · e−x2 = lim
x→∞

x

ex2 = lim
x→∞

1
2x · ex2 = 0

und

lim
x→−∞

x · e−x2 = lim
x→−∞

x

ex2 = lim
x→−∞

1
2x · ex2 = 0.

5. Aufgabe 18 Punkte

Gegeben sei folgende Funktion:

g : R→ R; x 7→ x3 − x+ 1

(i) Berechnen Sie g′(x).

(ii) Führen Sie 2 Schritte der Newton–Approximation mit Startwert x0 = −1 aus.

(iii) Führen Sie 3 Schritte der Newton–Approximation mit Startwert x0 = 0 aus.

(iv) Man kann zeigen, dass die Funktion g an der Stelle x ≈ −1.3247 eine Nullstelle besitzt.
Vergleichen Sie Ihre Approximationen der Nullstelle aus Teil (ii) und (iii) und erklären Sie
den Unterschied.

Lösung:

(i) g′(x) = 3x2 − 1.

(ii) Es gilt

x1 = x0 −
g(x0)
g′(x0) = −1− −1 + 1 + 1

3− 1 = −3
2

und

x2 = −3
2 −
−(3/2)3 + 3/2 + 1

3(3/2)2 − 1 = −3
2 −
−7/8
23/4 = −3

2 + 7
46 = −31

23 ≈ −1.3478

(iv) Es gilt

x1 = 0− 1
−1 = 1,

x2 = 1− 1− 1 + 1
3− 1 = 1

2

und

x3 = 1
2 −

(1/2)3 − 1/2 + 1
3(1/2)2 − 1 = 1

2 −
5/8
−1/4 = 1

2 + 20
8 = 3

(iii) Die Approximation aus (ii) liefert bereits nach zwei Schritten eine gute Näherung der
Nullstelle. Die Approximation aus (iii) hingegen scheint nicht gegen die angegebene Nullstelle
zu konvergieren. Der Unterschied kommt daher, dass der Startpunkt x0 = 0 zu weit weg von
der zu approximierenden Nullstelle gewählt wurde.



6. Aufgabe 22 Punkte

Gegeben seien die Funktionen

f : R2 → R; (x, y) 7→ x2 · e−x − 3
4y

und

g : R2 → R; (x, y) 7→ e−x + y

(i) Berechnen Sie den Gradienten der Lagrangefunktion L(λ, x, y) = f(x, y) + λ · g(x, y).

(ii) Bestimmen Sie alle Kandidaten für lokale Extrema von f unter der Nebenbedingung g = 0
mit Hilfe der Lagrangemethode.

(iii) Berechnen Sie detHf (x, y) wobei Hf (x, y) die Hesse–Matrix von f an der Stelle (x, y)
bezeichnet.

(iv) Sei h : R2 → R definiert als

h(x, y) := (17 + f(x, y))
1

512

1 + (g(x, y))7002 .

Geben Sie die Funktion (x, y) 7→ ∂x∂yh(x, y)− ∂y∂xh(x, y) an.
(Hinweis: Denken Sie genau nach, bevor Sie anfangen zu rechnen...)

Lösung:

(i) Es ist

L(λ, x, y) = x2e−x − 3
4y + λe−x + λy

und also

∂λL(λ, x, y) = e−x + y

∂xL(λ, x, y) = 2xe−x + x2(−1)e−x − λe−x

∂yL(λ, x, y) = −3
4 + λ.

Damit ist

∇L(λ, x, y) = (e−x + y, (−x2 + 2x− λ)e−x,−3/4 + λ)



(ii) Wir setzen ∇L(λ, x, y) = 0 und erhalten das folgende Gleichungssystem:

e−x + y = 0 (1)
(−x2 + 2x− λ)e−x = 0 (2)

−3/4 + λ = 0 (3)

Aus (3) folgt, dass λ = 3/4 ist. Um x zu bestimmen setzen wir λ = 3/4 in (2) ein. Da die
e-Funktion immer positiv ist reicht es die Lösungen der Gleichung

x2 − 2x+ 3/4 = 0

zu berechnen. Mit quadratischer Ergänzung oder der p− q Formel sieht man, dass x1 = 1
2

und x2 = 3
2 die Gleichung löst. Setzen wir dies in (1) ein erhalten wir als Lösungskandidaten

(x1, y1) = (1/2,−e−1/2) und (x2, y2) = (3/2,−e−3/2).

(iii) Wir berechnen zuerst

∂xf(x, y) = (−x2 + 2x)e−x

∂yf(x, y) = −3
4 .

Damit folgt

∂y∂xf(x, y) = ∂x∂yf(x, y) = 0
∂y∂yf(x, y) = 0.

Nach Definition der Determinante ist

detHf (x, y) = ∂x∂xf(x, y)∂y∂yf(x, y)− (∂x∂yf(x, y))2 = ∂x∂xf(x, y) · 0− 0 = 0

(hierbei ist es also gar nicht nötig ∂x∂xf(x, y) zu berechnen).

(iv) Nach dem Satz von Schwartz gilt für zweimal stetig differenzierbare Funktionen h immer
∂x∂yh(x, y) = ∂y∂xh(x, y), also ist ∂x∂yh(x, y)− ∂y∂xh(x, y) = 0.


