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Losungen

1. (Folgen und Grenzwerte) [20 PFkt]

a) Eine Folge (a,) konvergiert gegen einen Grenzwert a € R, wenn es zu jedem
e > 0 eine N(eg) < oo gibt, so dass |a, — a| < ¢ fur alle n > N(e).

Jede beschrinkte, monotone Folge ist konvergent.

Als Beispiel betrachte die Folgen:

i) a, = 1/n  (beschrankt und konvergent).
ii) b, = (—1)" (beschrankt und nicht konvergent).

b) Es soll die Giiltigkeit der folgende Summenformel

S
—~ k(k+1) n+1

fiir alle n € N mittels vollstindiger Induktion {iberpriift werde.
Fﬁrnzlgﬂt: Zizlm:%:1_ﬁ'
Angenommen die Aussage ist wahr fiir ein n € N.

n —n+ 1. Zu zeigen:
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¢) Im folgenden sollen die Grenzwerte der gegebenen Folgen (ay,), (b,) und (c;,)
berechnet werden.
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2. (Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen) [20 PFkt]

a) Eine Funktion f: R — R ist im Punkt zo € R stetig, falls lim,,,, f(z) = f(x¢)
1st.

b) Der links- und rechtsseitigen Grenzwert der Funktion f(z) = z(z — 1)/|z — 1
an der Stelle xg = 1 ist gegeben durch

-1
lim f(x) = lim 2z = 1) = limz = 1,
z\(1 N1 T — \(1
, (-1 B
g fo) = lim =P —y = lm(=2) = -1

Betrachte nun die Funktion g(x) = 1/2®. Dann ergibt sich fiir den links- und
rechtsseitigen Grenzwert an der Stelle g =0

. .1 : .1
9161{{1(1) g(x) = :151{% 5 =X und glcl}r(l) g(x) = 9101;% 5 = %

c) Gegeben sei die Funktion

In(cos(x))

— >0
h(z) = 2 "

p+4, x <0.

Im folgenden soll der Parameter p so bestimmt werden, dass die Funktion h
im Punkt zy = 0 stetig ist. Dazu gilt es zunéchst einmal den rechts- bzw.
linksseitigen Grenzwert an der Stelle xy = 0 zu bestimmen. Dabei gilt

il;r(l) h(z) = glcl;%p-i—él = p+4

Andererseits ergibt sich mit Hilfe des Satzes von de ’'Hospital

1 0 —t 0 -1 2 1
lim A(z) = lim In(cos()) = lim —tan(z) = lim —1/cos’(w) = ——.
N0 \0 x? N0 2% N0 2
Waihlt man nun p = —9/2, dann stimmen der rechts- und linksseitige Grenzwert

tiberein und es gilt lim,_,o h(z) = —1/2 = h(0). Mit dieser Wahl ist die Funktion
h im Punkte xy = 0 stetig.



3. (lokale und globale Extrema) [20 PFkt]
Gegeben sei die Funktion f: R? — R mit f(x,y) = 2> + 2y + v* — 2z — .

a) Der Gradienten und die Hessematrix der Funktion f sind gegeben durch

Vi(x,y) = (2x+y—2,x+2y—1) und Hess f(z,y) = (? ;)

b) Eine zweimal partiell differenzierbare Funktion g: R? — R besitzt an der Stelle
(%0, yo) ein lokales, isoliertes Minimum, wenn Vg(xg, yo) = (0,0) ist und es gilt:
0:0:9(x0,yo) > 0 und det Hess g(zo, o) > 0.

c¢) Im folgenden soll die Funktion f auf lokale Extrema untersucht werden.

Aus dem notwendigen Kriterium fiir Extrema von differenzierbaren Funktionen
ergibt sich

0 = Vf(x,y) = 0=2r4+y—2 AN 0=2ax+2y—1.

Durch Auflésen der zweiten Gleichung nach z = 1 — 2y und Einsetzen in die
erste Gleichung erhélt man

0=-3y N z=1-2y = xr=1 AN y =0,
d.h. die Funktion f besitzt an der Stelle (1, 0) einen kritischen Punkt. Weiterhin
gilt

Hess f(0,0) = (? ;)

Da 0,0,f(1,0) = 2 > 0 und detHess f(1,0) = 4 — 2 = 2 > 0 ist, folgt so-
mit aus dem hinreichenden Kriterium fiir lokale Extrema von differenzierbaren
Funktionen, dass die Funktion f im Punkt (1, 0) ein lokales, isoliertes Minimum
besitzt mit f(1,0) = 0.



4. (lokale Extrema und Taylorentwicklung) [20 PFkt]
Gegeben sei die Funktion f: R — R

a)

b)

c)

f(z) = 5In(1 + %) — 3.
Die ersten beiden Ableitungen der Funktion f sind gegeben durch

. 10 Y 10(1 + 2?) — 2022 10(1 — 22
fl(x) = 1+22—3 und f(x) = ((1—7:—:)13'2)2 = - (1(—1-37;;2)'

Eine zweimal differenzierbare Funktion g: R — R besitzt an der Stelle xy ein
lokales Maximum, wenn ¢'(z¢) = 0 und ¢”(zg) < 0 ist.

Im folgenden soll die Funktion f auf lokale Extrema untersucht werden.
Aus dem notwendigen Kriterium fiir Extrema von differenzierbaren Funktionen
ergibt sich

10

0= f(x) — 3(1+2%) = 10z — 0:x2—?x+1

Durch Auflésen dieser quadratischen Gleichung erhélt man somit

5 25 5 16 5 4
Tip = == =1 = c44/= = 2+,
3 9 3 9 373

d.h. die Funktion f besitzt zwei kritische Stellen, ndmlich x; = 1/3 oder x5 = 3.
Durch Einsetzen dieser Werte indie zweite Ableitung von f ergibt sich

36 4

(1) = — >0 und  f'(z) = —-.

5 5
Aus dem hinreichenden Kriterium fiir lokale Extrema von differenzierbaren
Funktionen, folgt somit, dass die Funktion f an der Stelle x; ein lokales Mini-
mum besitzt mit f(x1) = 5In(10/9) — 1 ~ —0.4732 und an der Stelle x5 ein
lokales Maximum besitzt mit f(xs) = 5In(10) — 9 ~ 2.5129.

Zudem ist die Funktion f auf dem Intervall (1, 00) (strikt) konkav, da f”(z) < 0
fur alle z € (1, 00) ist.

Das zweite Taylorpolynom 75 f(z;a) von f an der Stelle a = 0 und a = 3 ist
gegeben durch

Trf(x;0) = f(0) + @m + %(!0)952

= —3z + 527,

'3 /"3

Tof(r;3) = f(3) + 1 ($—3)+T(l’—3)2

= 5In(10) — 9 — g (z —3)%



5. (Differentiation und implizite Funktionen) [20 PFkt]
Die Funktion y = y(x) sei implizit gegeben durch die Losung der Gleichung

ey

a) Die ersten partiellen Ableitungen der Funktion f sind gegeben durch

eyxr — e zy—1 -
O f(x,y) = p =5 Y und Oyf(x,y) = e™.

b) Die erste Ableitung der Funktion y ist somit gegeben durch

y'(z) = “ofwy) 2

Fiir die zweite Ableitung der Funktion y ergibt sich dann

") = _(y+acy’)x2—(xy—1)2x B _xzy’—xy+2

vy = xt N 3
 —zy+l—zy+2  2zy—3
- 3 - 3

wobei im dritten Schritt die Darstellung von ¢’ eingesetzt wurde.

c) Es soll nun gezeigt werden, dass y(e') = e~! ist. Durch Einsetzen von x = e! in

die Gleichung f(z,y) = 1 ergibt sich aber
flel,y) =1 <= explely) =e¢' = ey=1 <= y=c

Daraus folgt

el el —1 1—-1
y/(el) — e2 = — eZ = O7
2el . e7t -3 1
ne 1 _ _
Ve s —g— =5

Da ¢/(e') = 0 und y”(e') < 0, folgt somit aus dem hinreichenden Kriterium
fiir Extrema von differenzierbaren Funktionen, dass die Funktion an der Stelle
x = e! ein lokales Maximum besitzt.



