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1. Aufgabe 28 Punkte

Fiir jede richtige Antwort gibt es 4 Punkte. Fiir eine falsche Antwort werden von den in dieser
Aufgabe erreichten Punkten 2 Punkte abgezogen. Fiir die Gesamtaufgabe gibt es keine negativen
Punkte.

Schreiben Sie Thre Antworten in die Tabelle unten.

1.1) Welche der folgenden Aussagen ist korrekt?

1.2) Sei die Punktemenge M = {z € R: x — 2% > —2}. Welche der folgenden Aussagen ist korrekt?

A) M=0; B) M=(-c0,~1U[2,+c0); C) M=[-1,2]; D) M=(-1,2)

1.3) Sei g eine differenzierbare Funktion auf R so dass ¢(2) = 0 und ¢'(2) = 2 gilt. Welches der
folgenden Polynome ist das Taylor-Polynom erster Ordnung von g am Entwicklungspunkt xzg =

27
2x

A) T 4(z) = i; B) T 4(x) = 2ux; C) Tig(x) = (z —2)x; D) Ty 4(z) =22 -4
sc+y2

1.4) Sei h(z,y) = ;27_”. Was ist der Gradient VA an der Stelle (x,y) = (0,1)7
A) Vh(0,1) = (e, e); B) Vh(0,1) = (0,e); C) Vh(0,1) = (e, 0); D) Vh(0,1) = (0,0)

1.5) Welche der folgenden Aussagen gilt nicht fir alle x,y,a € (0,400) und m € N7

_log, (™)

A) 2"™y™ = (zy)™;  B) log,(z™) = Tog, (@) C) In(z) —In(y) = In(zy); D) yln(z) = In(2¥)

1.6) Wenn >°7_,(0,4)% = 0,6496 gilt, wie viel ist 3222 -(0,4)%?

A) + oo (Reihe divergent); B) =~ 1,0170667; C) =~ 0,0170667; D) =~ 1,6666667;

1.7) Sei f(z,y) eine zweimal stetige differenzierbare Funktion wobei fiir (z*,y*) gilt:
Vf(m*,y*) = 07 amxf(x*a y*) = 5 und ayyf($*ay*) = 5
Welche der folgenden Aussagen ist korrekt? Der Punkt (z*,y*) ist

A) lok. Min; B) Sattelpunkt; C) lok. Max; D) man kann nichts sagen;

Aufgabe 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7

Antwort:

Korrektur:

Antwort: C C D A C C D




2. Aufgabe 11 Punkte
Sie iiberlegen, Thr bisher angespartes Kapital von 500 Euro fiir 20 Jahre bestmoglich anzulegen. Es
stehen drei Alternativen zur Auswahl:

> Alternative a): Ein Tagesgeldkonto bei einer sicheren Bank, Zinsen (+Zinseszinsen) von 4%

pro Jahr garantiert.

> Alternative b): Ein windiges Anlagegeschéft in Portugal, 8% Zinsen pro Jahr (+Zinseszinsen),
aber nach 20 Jahren werden nur 50% des Guthabens auf dem Konto ausbezahlt.

> Alternative c¢): Eine Festanlage bei einer Person Ihres Vertrauens (Luigi Calzone), die Ihnen
nach 20 Jahren sicher 1100 Euro ausbezahlt.

2.1) Berechnen Sie den Wert der drei Anlage-Alternativen nach 20 Jahren (also den Betrag, der
Ihnen ausbezahlt wird) und bestimmen Sie, welche die beste Alternative ist.

2.2) Eine griechische Bank bietet jetzt ein Tagesgeldkonto mit 10% Zinsen pro Jahr garantiert an.
Nach wievielen Jahren hat man so viel Geld auf dem griechischen Tagesgeldkonto wie bei der
besten Alternative oben nach 20 Jahren? (Der Bankrott von Griechenland ist keine giiltige
Antwort!)

Losung von Aufgabe 2:

2.1) Wir benutzen die Zinseszinsformel: K,, = Ko(1 + r)".

a)KSy = 500 - (14 0.04)*° = 1095.56. . .,
b)K5, = 0.5-500- (1 +0.08)%° = 1165.24. . .,
c) K5, = 1100

Die beste Alternative ist die zweite Alternative, K3,

2.2) Die beste Moglichkeit oben war Alternative b), namlich K%, ~ 1165.24. Hier muss man die
Zinseszinsformel nach n auflosen:

( 1165.24)
K, = 500(1 +0.1)" = 1165.24 = 500~ 3.
n =500(1+0.1) 65 S n In(L.1) 8.877
3. Aufgabe 7 Punkte
Beweisen Sie per vollsténdiger Induktion, dass
" 1 1
— =1-—- firneN
i+ n+1
gilt. Geben Sie deutlich die drei Induktionsschritte an.
Losung von Aufgabe 3:
Beweis per vollstandiger Induktion:
> 1. Induktionsanfang: Fir n = 1:
1
P IR SR BT BRI S
Jj(j+1) 141 1-(1+1) 2 2 2

=1

Also gilt die Gleichung fiir n = 1.



> 2. Induktionsvoraussetzung (I.V.): Es existiert ein n € N,n > 1, so dass fiir alle natiirlichen
Zahlen grofler 1 und kleiner gleich n die Aussage erfiillt ist.

> 3. Induktionsschluss: Zeige nun den Schluss von n auf n + 1, d.h. mit Hilfe der I.V.

1 1
. n+1
: —=1-
zu zeigen Z G+ P
S - ) oo
i ( iz 1]]+1 (n+1)(n+2)
LV. 1
= (1-— A LV.
n+1> T +2) nwendung der .V
_ 1 —n—2+1
(n+1)(n+2)
T et S
N (n+1)(n+2)
1
=1-—:7-. Fertig!
CE) ertig
4. Aufgabe 12 Punkte

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte

4
) z*+3x—1 . (z=5)+1n(x) .
)dm T Mmoo I et

Losung von Aufgabe 4:

4.a) Hier kann man x ausklammern oder L’Hospital benutzen, weil dieser Grenzwert die Form 2

hat: . 5 )
ot +3r -1 2t (14 55— o) .
lim —— = lim > = lim =z — = to0
r—r—+00 €T r——+00 €T r—+00 x X

4.b) Dies ist ein Grenzwert der Form & L aber 5 ist keine unbestimmte Form. Alle Grenzwerte der
Form % sind +00, man muss nur das Vorzelchnen bestimmen.
(x=5)+In(x) (Bt —=5)+In(5") 0" +In(5") In(5)

1' = - = - = = —
eost (5 —z)3 (5 5+)3 (0-)3 0- o

4.c) Hier muss man L’Hospital benutzen, aber es ist nicht direkt. Der Grenzwert hat die Form 0 x oo

und man muss (z + 1) In(x + 1) in einer neuen Form darstellen, so dass der Grenzwert die Form %

oder % hat:

1 1) 1 1
lim (zx+1)In(x+1)= lim In(z+1) "I Jim lel = lim —(z+1)=0

z——1+ z——1+ — z——1t 5 z——1+
z+1 (z+1)




5. Aufgabe 13 Punkte

Betrachten Sie die Funktion f(z) = 2* — 822 — 423.

5.a) Sei f auf ganz R definiert. Existieren dann globales Minimum und Maximum von f?7 Wenn ja,
berechnen Sie diese.

5.b) Sei stattdessen f nur auf dem Intervall [1,6] definiert. Existieren dann globales Minimum und
Maximum von f7 Wenn ja, berechnen Sie diese ebenfalls.

Losung von Aufgabe 5:

5.a) e Ableitungen:
f(z) = 2 — 423 — 8% f(z) = 423 — 122% — 161; " (x) = 1222 — 24z — 16;
e Kandidaten:

fllx)=0 & 423 -1222-162=0 & 4da(@®—-32-4)=0

=0 o z=-1 o.z=4.

e Zweite Ableitung:

f"(=1) =420 >0 = lokales Minimum f(—1)= -3
f"(0)=—-16 <0 = lokales Maximum f(0) =0
f"(4) =+80 >0 = lokales Minimum f(4) = —128
e Globales Verhalten: Grenzwerte von f fiir x — +o0o:
. . 4 3 2 : 4 4 8
lim f(r) = lim 2" —42° - 82" = lim 2°(1 - - — —) =400
r— 400 Tr—+0c0o r— 400 T €T
4
lim f(z)= lim 2! —42% -8z = lim 2'(1 - = — %) = 400
T——00 T——00 T——00 €T T

Es gibt kein globales Maximum, aber es gibt ein globales Minimum und f(4) < f(—1) <
f(0).
e Antwort: Es gibt kein globales Maximum. Es gibt ein globales Minimum fiir = 4.

5.b) Wenn z € [1,6] dann ist, die einzige Extremstelle von f der Punkt z = 4 mit f(4) = —128,
die ein globales Minimum ist. Auf beschriankten abgeschlossenen Intervallen gibt es immer ein
globales Maximum und Minimum. Wir miissen die Randpunkte untersuchen:

e Randpunkte: Die Randpunkte sind x = 1 und = = 6. Also, f(1) = —11 und f(6) = 144.

e Vergleich: Wir haben f(4) < f(1) < f(6) und das bedeutet: x = 4 ist ein globales Mini-
mum, z = 6 ist ein globales Maximum und x = 1 ist ein lokales Maximum.

e Antwort: An der Stelle z = 4 gibt es ein globales Minimum.
An der Stelle x = 6 gibt es ein globales Maximum.




6. Aufgabe 11 Punkte

Bestimmen Sie von der Funktion

4, 4
fl@,y) = g2 + 2y —day +1

die lokalen Maxima, Minima und Sattelpunkte.
Losung von Aufgabe 6: Die ersten Ableitungen sind
Ouflz,y) =0 422 — 4y =0 y = 22,
Oy f(z,y) =04y’ —4dr=0<z=1>
Wir setzen die y = 22 in die 2-te Gleichung ein,

r=Nert—r=0sz20*-1)=0 =z=0undz=1.

Als Nullstellen kriegen wir: (z,y) = (0,0) und (z,y) = (1,1) Die zweiten Ableitungen und damit die

Hessematrix sind
8¢ —4
Hy(z,y)=| _, 8y

In den 2 Kandidaten ist H ¥
0 —4
Hp(0,0)=| —, 75 | det (Hf(o, 0)) — 16 < 0 = Sattelpunkt

H(1,1) = l _84 _84 ] (det (Hy(1,1)) = 48 > 0, und 9y, f(1,1) =8 > 0 = Lok. Min.

7. Aufgabe 13 Punkte

Bestimmen Sie die Extremwerte von f(z,y) = 22 + 2y? unter der Nebenbedingung 22 +y = 1 mit
Hilfe der Lagrange Methode.

Berechnen Sie die lokalen Bedingungen zweiter Ordnung D(z,y) und entscheiden Sie, ob es sich bei
der Extremwerte um Minima oder Maxima handelt.

Losung von Aufgabe 7:
Sei g(x,y) = 22 +y — 1, dann ist die Lagrange-Funktion

L(z,y) = f(z,y) + gz, y) = 2> + 2> + A2® +y — 1).

O:L(z,y) =0 2+ X2z =0 22¢(1+)) =0
OyL(z,y) =0 &{ 4dy+X =0 & y — 2
g(z,y) =0 ?4+y—1 =0 22+y—1 =0

Aus der ersten Zeile folgt, x =0 oder A = —1

e x=0 =y=1, = A=—4
— Kandidaten: (A, z,y) = (—4,0,1)

.)\:—1 jy:_

>

1
=7 =z

— Kandidaten: (A, z,y) = (-1, @, 1) und (A, z,y) = (-1,-%, 1)



Wir haben:

f(0,1) =2, f(‘i‘?q):*:f(—?az)-
Welche sind Maxima und Minima?
Wir miissen die lokalen Bedingungen zweite Ordnung, also D(z,y) berechnen:
D(z,y) = (242X) - 1> =044+ (22)> = 24 2\ + 162°.
Fiir (A, z,9) = (=1, £%3, 1) ist D(+¥2, 1) =12 > 0, also (z,y) = (£, 1) sind die Minima.

Fir (\,z,y) = (—=4,0,1) ist D(0,1) = —6 < 0, also (x,y) = (0, 1) ist das Maximum.

8. Aufgabe 5 Punkte
Betrachten Sie das folgende Problem:
Maximiere f (x,y) = 10z% + 20y
unter den Nebenbedingungen z > 0, y > 1 und 62 < 100 — 8y.
Um ein solches Problem zu lésen benutzt man die KK'T-Methode.

Geben Sie das Gleichungs-/Ungleichungssystem an, das man benuzten muss um das Maximierungs-
problem zu lésen. Das System Selbst ist nicht zu l6sen.

Losung von Aufgabe 8: Wir gehen zuerst von einem Maximierungs-Problem zu einem Minimierungs-
Problem iiber.

Wir schreiben alle Nbb als “kleiner gleich Null”:
—<0, —y4+1<0 und 6z+ 8 — 100 <0.

Wir haben 3 Nbb und deswegen brauchen wir 3 Lagrange Multiplikatoren. Die Lagrange Funktion
ist folgende:
L= —102 — 20y + A\ (=) + Xa(—y + 1) 4+ A\3(6x + 8y — 100).

0. L =0 —202 — A1 + 63 =0

Oy L = 0 —40y — Ao + 8)3 =0

—x < 0 T >0

—y+1 < 0 - y >1

62 +8y—100 < 0 6z + 8y < 100
Ai(—z) =0 A1 =0 oder =0
Xo(—y+1) =0 Ao =0 oder y=1
A3(6z + 8y —100) = 0 A3 =0 oder 6x+ 8y =100




