Name Matr.-Nr. Platznr.

Aufgabe 1 (20 Punkte )

Die Aufgabe besteht aus sieben Behautungen gegliedert in vier Unteraufgaben.

Uberpriifen Sie die folgenden Behauptungen indem Sie eindeutig RICHTIG oder FALSCH
zuordnen. Begriinden Sie die Antworten! (Fiir unbegriindete korrekte Antworten gibt es
keine Punkte)

1. Die Schitzfunktion b = 23" x; = 2T ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir den Param-
eter b einer stetigen Gleichverteilung auf dem Intervall [0, ], deren Verteilungsfunktion

durch
fuerz <0

fuer0 <z <b
x>0

F(z) =

—Hog O

gegeben ist.

Losung: RICHTIG.
Erwartungswert einer stetigen Gleichverteilung mit a = 0:

E(X)= (a+b):%b

N =

Beweis der Erwartungstreue:

E(b) :E(2-x):2E(:c)=2%b=b

2. Die Schiitzfunktion b = maz {z1,...,2,} ist der Maximum-Likelihood—Schétzer fiir den
Parameter b einer stetigen Gleichverteilung auf dem Intervall [0, b].
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Losung: RICHTIG.

Die Likelihood ist also immer Null, wenn eine Beobachtung nicht zwischen 0 und b liegt.

Damit muB gelten: b < max {z1,... z,}. Die Likelihood ist dann maximal, wenn b =

maz {x1,. .. z,} ist, da die Likelihoodfunktion proportional zu § ist.

3. Das Prognose—Intervall fiir die Anzahl der Erfolge bei n unabhingigen Wiederholungen
eines Versuchs wird umso breiter, je groler n wird.

Losung: JA
Es gilt:
nt—1ynrt(l—m)<y<nm—7ynm(l-—m)

Je groBer n ist, desto groBer ist n 7 und auch 74/n7 (1 — )

4. Sei él ein erwartungstreuer ML-Schétzer fiir den Parameter #;. Dann ist auch

(a) ©, =5 - 0O, eine erwartungstreue Schiitzfunktion fiir den Parameter 65 = 5 - 0;;
Losung: RICHTIG, weil

E(©)=E(-0,)=5-E(©)) =50 =6,

(b) O3 = O, —4 eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir den Parameter 03 = 5- 6, — 4;
Losung: RICHTIG, weil

¢) Oy = 6? eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir den Parameter 0, = 62.
1 1
Losung: FALSCH, weil

Var (©1) = E(©]) —(E (©1))°
E(6?) = Var(6y)+(E (1))
Var (0:) + 6?

E(67) > 6
E(©,) = E(©])>6
E(©y) > 6,

(d) Alle drei Schétzfunktionen ©,, ©3 oder O, sind asymptotisch erwartungstreu.

Losung: RICHTIG.

Alle drei Schatzfunktionen sind asymptotisch erwartungstreu. Die Funktionen 0, und
O, sind erwartungstreu und damit auch asymptotisch erwartungstreu. Die Funktion 0.
ist asymptotisch erwartungstreu (unter gewissen Regularitatsbedingungen), weil sie eine
ML-Schatzfunktion ist.
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Aufgabe 2 (20 Punkte)

Die Aufgabe besteht aus zwei Teilaufgaben.

Ein Monitorhersteller produziert zwei Modelle, den Standardmonitor Plusminus und den High
End Monitor Frontal. Das Modell Plusminus macht achzig Prozent der verkauften Stiickzahl
aus.

Seine Geréte vertreibt der Hersteller iiber das Internet. Er versendet siebzig Prozent der Mon-
itore mit dem Paketdienst SchnellédBillig. Der Rest wird mit dem Paketdienst LamméSanft
verschickt. Die Wahl des Paketdienstes ist dabei unabhingig vom Monitormodell.

Insgesamt wird jeder zehnte versandte Monitor von Kunden beanstandet, wobei neun von zehn
Reklamationen bei mit SchnellésBillig versandten Monitoren registiert werden. Die Reklama-
tionen konnen alleine auf den Versand zuriickgefiihrt werden, da ein Fiinftel der defekten
Monitore aus der Modellreihe Frontal stammen.

1. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafi ein Monitor, der mit SchnellédBillig verschickt
wird, nicht vom Kunden beanstandet wird?

Losung: Gegeben:

P (Monitor wird beanstandet) = P(4) = 0.1
P (Monitor wird nicht beanstandet) = P(4) = 0.9
P (Schnell & Billig | Monitor wird beanstandet) = P (S|A) = 09
P (Frontal | Monitor wird beanstandet) = P(PM|A) = 02
P (Plusminus) = P(PM) = 0.8
P (Frontal) = P(PM) = 02
P (Schnell & Billig) = P(S) = 0.7
P (Lamm & Soft) = P(9) = 0.3

Gesucht: P (A|S9)
1. Moglichkeit:
Satz der totalen Wahrscheinlichkeit:

P (S|A) - P (A)

P(S)
P(S) = P(S|A)-P(A)+ P (S|4)-P(A)
P(S5) - P(54)-P(4)

P (A|S)

P(S|A) = B (A)
~0.7-09-0.1
N 0.9
= 0.678
_ 0.678 - 0.9
P(AlS) = 0

P(A|S) = 0871
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2. Moglichkeit:

P(AlS) = 1-P(A9)
_ 1 _ PGIA)P@
- P(S)
— 1_0.8-3.1

Die Wahrscheinlichkeit betragt 0.871.

2. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, daf} ein beanstandeter Monitor aus der Modellreihe
Plusminus stammt und mit Schnellé$Billig versandt wurde?

Lésung: gesucht: P (PM () S|A)
Da eine Unabhangigkeit zwischen Modellreihe und Paketdienst besteht, gilt:
P (PMﬂS|A) — P(PM|A)- P (S]A)

= (1- P (PM|A))- P (S|A)
(1-0.2)-0.9
= 0.72

Die Wahrscheinlichkeit betragt 0.72.
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Aufgabe 3 (30 Punkte)

Die Aufgabe besteht aus zwei Teilaufgaben mit insgesamt finf Unteraufgaben.

In einem Unternehmen werden Geschiftsergebnisse mittels Standarddokumenten von jew-
eils 10000 Zeichen von den Filialen zur Zentrale gesendet. Zur Ubertragung werde bisher
eine Methode A(lt) verwandt. Die Unternehmensleitung iiberlegt nun, ob sie ein neues
Gbertragungsverfahren, Methode N, einfiihren soll, wobei sich an den Standarddokumenten
nichts dndert.

1. Bei der Ubertragung mit Methode A ist das Auftreten eines Fehlers fiir jedes Zeichen
unabhingig und identisch verteilt mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit von einem Prozent.

(a) Wie ist die Zufallsvariable X ’Anzahl der Ubertragungsfehler pro Dokument’ verteilt?
Losung: 1. Moglichkeit: Binomialverteilung

X ~ B(n; ) mitn = 10000; 7 = 0.01
2. Maoglichkeit: Poissonveteilung
X ~ PV () mit A = 100

(b) Wie grof§ ist der Erwartungswert und die Varianz von X?
Losung: 1. Maglichkeit: Binomialverteilung

E(X) = nm=10000-0.01
= 100
Var(X) = nn(l—7)=100-0.99
= 99

2. Maoglichkeit: Poissonverteilung

E(X) = A=nm=10000-0.01
100
Var(X) = A=nnw

= 100

|

Der Erwartungwert liegt bei 100 und die Varianz ist 99.

(c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafi ein Dokument fehlerfrei iibertragen wird?
Runden Sie dabei auf die erste Stelle, die nicht Null ist!

Losung: 1. Moglichkeit: Binomialverteilung

P(X=k) = 2” k(1= m)nk
P(X=0) = (1 00073 .10 . g.99t0000
= 1- 2 107

= 2. 10

5
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Die Wahrscheinlichkeit betragt 2 - 10744
2. Maoglichkeit: Poissonverteilung

k!
100° _—100
o €

= 3.7-107*

N—r
Il

Die Wahrscheinlichkeit betragt 4 - 10744
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2. Es soll eine neue Ubertragungstechnik N(eu) eingefiihrt werden, wobei die Zeichenanzahl
in den Standarddokumente gleich bleibt. Vorher soll jedoch sichergestellt werden, daf3
in Bezug auf die Anzahl der Ubertragungsfehler eine Verbesserung erzielt wird. Dazu
werden versuchsweise zehn Dokumente mit der neuen Ubertragungstechnlk verarbeitet
und die Anzahl der Ubertragungsfehler bestimmt:

91 97 96 101 90 88 95 94 102 91

(a) Berechnen Sie ein zweiseitiges approximatives 95%-Konfidenzintervall fiir die er-

wartete Anzahl von Ubertragungsfehlern mittels der neuen Ubertragungstechnik.
Formulieren Sie die Aussage des Konfidenzintervalls.

Losung: 1. Maoglichkeit: Approximation der Binomialverteilung durch die Nor-
malverteilung mit
N (nm; nmw (1 —m)) = N (100; 99)

Berechnung von X:

7 1 n

T = 5 2ui=1Ti
= L(91 497+ 96 + 101 + 90 + 88 + 95 + 94 + 102 + 91)
= 945

Berechnung von &
o=p(l—m)=94.5-0.99 = 93.555

Bestimmung von 7:
Ti—e = T;_00s = To975 = 1.96
2 2

Bestimmung des Konfidenzintervalls:

I—T_o ﬁ < pu < ZT+Te ﬁ
V93555 /93555
945 -1.96- 7= < p < 945+ 1.96 - Y
945—-196-3.009 < p < 94541.96-3.059
88.500 < pu < 100.495

95% der Werte liegen im Intervall [88; 101].

2. Moglichkeit: Approximation der Poissonverteilung durch die Normalverteilung mit
N (X5 )

Berechnung von z: siehe 1. Moglichkeit

Berechnung von o:

=945
T—Ti-¢ < u < .T—f-mﬁ
945—196\/E < 4 < 945+196\/m
94.5—1.96-3.074 < pu < 94.5+1.963.074
88475 < u < 100.525

Mit einer Sicherheit von mindestens 95% liegt 1 im Intervall [88; 101].

Testen Sie zum 5 Prozent Niveau, ob die neue Ubertragungsmethode in Bezug auf
Ubertragungsfehler besser ist.
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ii.

iil.

1v.

vi.

. Wie lautet die Hypothesen?

Losung: Die Hypothesen lauten:

Hy @ p>po
Hy : p< o (Das neue Verfahren ist besser.)

Geben Sie allgemein die Priifgrofie an.
L5sung: TPG = %{]—IMJ)OC{EF TPG = X
Wie ist die Priifgrofle verteilt?

Lésung: Da X ~ B (n; m) verteilt ist und duch die Normalverteilung NV (nm; nm (1 — 7))
approximiert werden kann, ist die PriifgroBe standardnormalverteilt. Oder nor-

malverteilt mit Parametern = nmund o? = @
Berechnen Sie die Priifgrofe.
Losung: Gegeben aus Aufgabenteil a):

n = 10

X = 945

Mo = 100

os = 99

T0.95 — 1.645

Berechnung der PrufgroBe:

v/10(94.5 — 100
Tpg = ( ) = —1.748

V99

Gegen Sie den Ablehnbereich an.
Lésung:  Ablehnbereich: {T" < —1.645}

Wie lautet die Testentscheidung?

Losung:  Die PrufgroBe liegt im Ablehnbereich. Aus diesem Grunde kann die
Nullhypothese verworfen werden, d.h. die Hypothese, daB das neue Verfahren
besser ist, wird angenommen.
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Aufgabe 4 (30 Punkte)

Die Aufgabe besteht aus vier Teilaufgaben.

Im Oktober 2000 wurden an dreiflig Tagen folgende Temperaturen in einem Ort im Sauerland
gemessen (in C°):

-09 16 66 16 11 66 16 3.6 0.1 10.1
76 86 96 76 -09 81 —-04 111 0.1 -0.9
106 71 -04 01 01 76 01 -04 —-04 -1.3

Dabei spielt die Reihenfolge keine Rolle, da die Temperaturen auf einzelne Zettel notiert
wurden, die leider durcheinander geraten sind.

Aus langjahrigen Messung ist bekannt, dal die Standardabweichung der Tagestemperaturen
im Oktober 4.3 C° betrigt.

1. Stellen Sie mittels eines Histogramms die gruppierten Daten dar. Erstellen Sie dazu
zuerst eine geeignete Tabelle. Wéhlen Sie dazu eine der beiden Klasseneinteilungen aus
und begrinden Sie Ihre Wahl.

‘ ‘ 1. Einteilung ‘ 2. Einteilung ‘

1] -20<x <=5 < -1
2 —5H<zr<0 -1<zx<1
3 O0<x<hH l<z<3
4 h<x <10 3<zr<H
5 100<x<15 hb<ae <7
6| 1o<x<30 T<zx

Losung: Da bei der 2. Einteilung offene Klassen existieren und in diesen auch Werte liegen,
wird es bei der Darstellung der Werte im sowohl im Histogramm als auch bei der Verteilungs-
funktion Schwierigkeiten erwartet. Aus diesem Grunde wurde die 1. Einteilung gewahlt.

Klasse 7 Grenzen hi | b; | hi/b; | fi | Fi
1 —20<z<-5l0][3] 0 [0]O
2 —-5<z<0 |8|1| 8 |2 &
3 0<z<5 10/ 1] 10 % §_§
4 5<z<10 |9 |1]| 9 |4 |2
5 10<z<15 |3 |1]| 3 |3 |2
6 15<2z<20 |0 |1] 0 |0 |2

Das Histogramm ist in Abbildung 1 zu sehen.

2. Stellen Sie mittels einer Verteilungsfunktion die gruppierten Daten dar. Erweitern Sie
dazu die Tabelle aus 1 geeignet.

Losung:  Die Werte fiur die Funktion sind in der Tabelle in Aufgabe 1 enthalten. Die
Verteilungsfunktion ist in Abbildung 2 zu sehen.

9
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hi /b

2+

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Temperatur in °c

30/30
.75

20/30
Xmed |

10/30
X025 |

Temperatur in °c

10
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3. Bestimmen Sie graphisch einen Lageparameter sowie einen Streuungsparameter fiir die
Temperaturdaten. Verwenden Sie dazu die Verteilungsfunktion aus dem 2. Aufgabenteil.

Losung: Lageparameter: T,,.q = 3.5°C'
Streuungsparameter: IQR = xg75 — xg25 = 7.5°C — (—0.5°C) = 8°C

4. Berechnen Sie basierend auf den 30 Messungen und der bekannten Varianz ein 80%-—
Konfidenzintervall fiir die Tagestemperatur im Oktober in diesem Ort im Sauerland.
Einzige zulédssige Annahme ist, dafl die Tagestemperaturen unabhéngig identisch verteilt
sind.

Losung: Die Abschatzung erfolgt nach Tschebyscheff:
o = 4.3
T o= ;)
Gegeb = (3(-0.9)+3(1.6)+2(6.6)+1.14+3.6+5(0.1)+10.1+3(7.6) + 8.6 +9.6+ 8.1 -
= -105.6 = 3.52
ILL =
Berechnung von k:

gl

P{X -yl <k} > 1-3%
-5 = 08
k= 5

Konfidenzintervall:

(14— ko: u— kol = [3.52 —V5-4.3; 352+ V5 - 4.3] = [-6.1; 13.1]

11
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Zu Aufgabe:
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Zu Aufgabe:
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Zu Aufgabe:
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