Name: Matr.-Nr. Platznr.

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Teil A

Sei die Zufallsvariable X gemé&f einer Binomialverteilung mit n = 25 und p = 0.2 verteilt.
Bestimmen Sie P (X < px — 20x) . Dabei bezeichnet px den Erwartungswert von X und
ox die Standardabweichung von X.

Losung: Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit n = 25 und p = 0.2. Damit gilt fiir den
Erwartungswert px und die Varianz %

ox =Var(X) = np(l—p)=4.

Damit folgt

= P(X<1)

= P(X=0)

= (0)p°(1 — p)* = 0.8% ~ 0.0038.
Teil B

Sei die Zufallsvariable X normalverteilt mit Erwartungswert ux = 2 und Varianz 0% = 1.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis [| X — 2| < 1].
Lésung: Zu berechnen ist P (| X — 2| < 1), wobei X ~ N(2,1).
P(IX-2/<1) = P(1<X<3)
= P(X<3) -P(X<1)

-2 1-2
= P(X<3T)—P<X<T)

¢ (1) — o (=1)
~ 0.841 — 0.159
0.682
Aufgabe 2 (10)

Beweisen Sie
P (A|B) > P(A) = P(B|A) > P(B).
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Losung: Ein mogliche Losung ist iiber den Satz der totalen Wahrscheinlichkeit herzuleiten

P =L (BILI&I; (4)
P (A|B) _
Py FB) =P34
-~  P(B) < P(B|A).
Aufgabe 3 (15 Punkte)

Beantworten Sie die folgenden Fragen eindeutig mit JA oder NEIN. Begriinden Sie die
Antworten! (Fiir unbegriindete richtige Antworten gibt es keine Punkte)

1. Das Prognose-Intervall fiir die Anzahl der Erfolge bei n unabhéngigen Wiederholun-
gen eines Versuchs wird umso breiter, je grofler n wird.

Lésung: JA

k: Anzahl der Erfolge

Pla <k <b)>1-aist (1 —«a) Prognoseintervall.
Approximatives Prognoseintervall, aus k ~ N(nm,n7n(1 — 7))

Anteil:
w(l—m)

T—Te\/ = <p<T+Ti_g
Anzahl:

nm—7tay/nr(l—7m) <k<nm+7 ay/nm(l—m)

Das Prognoseintervall wird mit zunehmendem n immer groBer.

w(l—m)

2. Die Lebensdauer Y eines Geriites (in Tagen) sei exponentialverteilt mit dem Erwar-
tungswert E'Y = 20. Es sei X die Lebensdauer der Gerite, die bereits 10 Tage hinter
sich haben. Dann ist auch X exponentialverteilt mit dem Erwartungswert £X = 20.

Losung: JA

Die Exponentialverteilung ist eine Verteilung “ ohne Gedachtnis”. Es gilt:

P(X>T+tX>T)=P(X>1t).

3. Damit Erwartungswert und Median einer Zufallsvariable identisch sind, muf} die Zu-
fallsvariable symmetrisch verteilt sein.

Losung: NEIN
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Gegenbeispiel: P(X =-3)=1/6, P(X =-1)=1/6, P(X =0)=1/3, P(X =2) =
1/3. Damit hat X den Erwartungswert £ (X) = 0 und den Median Median (X) = 0,
aber ist offensichtlich nicht symmetrisch.

4. Die Merkmale X und Y sollen gemeinsam von der Zeit 7T' abhédngen: Zu jedem
Zeitpunkt T = t sei die Korrelation zwischen X (¢) und Y (¢) negativ

p(X(1);Y (t) <0.

Mufl dann bei Beriicksichtigung aller Zeitpunkte auch die Korrelation

p(X;Y)
zwischen X und Y negativ sein? Begriinden Sie die Antwort an einer Skizze.
Losung: NEIN
Xf?’) Y2(3)
Y1(3) X2(3)
X1(2) Y2(2)
Passende Skizze: Y1(2) X2(2)
X1(1) Y2(1)
Y1(1) X2(1)
t= 1 2 3

5. Die folgenden drei Teilfrage sind nur mit JA oder NEIN zu beantworten. Eine Be-
griindung ist nicht anzugeben. Eine richtige Antwort gibt +1 Punkte, eine falsche
Antwort -1.

(a) Ein erwartungstreuer Schétzer der Varianz ist gegeben durch

Losung: JA.
(b) Ein konsistenter Schétzer der Varianz ist gegeben durch

n

~ 1 2
o = = (x; —Z)°.
i=1
Losung: NEIN.
(c) Ein asymptotisch erwartungstreuer Schéitzer ist auch konsistent.
Losung: NEIN
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Aufgabe 4 (10 Punkte)

Heutzutage miissen Brotchen gewissen Gewichtsanfordungen entsprechen. Sie miissen
mehr als p; = 48.5 Gramm wiegen, aber diirfen nicht schwerer als s = 52.5 Gramm sein.
Nun gibt es zwei Interessensgruppen, die an der Einhaltung dieser Richtlinien interessiert
sind:

e die Verbraucher, die sicher sein wollen, dafi das Mindestgewicht gegeben ist (Wenn
die Brotchen zu leicht sind, werden die Verbraucher den Bécker verklagen), und

e die Konkurrenz, die kontrolliert, daf die Brétchen nicht zu schwer werden (Wenn die
Brotchen zu schwer sind, wird ein Bufigeld fillig).

Beide Interessengruppen iiberpriifen eine Béckerei. Sie nehmen dabei an, dal das Gewicht
der Brétchen normalverteilt ist mit Erwartungswert po und bekannter Varianz o? = 2.

1. Wie werden die Hypothesen der beiden Interessengruppen (Verbraucher; Konkur-
renz) lauten? Begriinden Sie die Hypothesenwahl.

Losung: Die Verbraucher wollen sicher sein, dass die Brotchen mindestens 48.5 Gramm
wiegen. Sie wollen also mit einer vorbestimmen Wahrscheinlichkeit sagen konnen, daB
die Brotchen nicht leichter sind als 48.5 Gramm. Daher die Nullhypothese Hy : o > 1y
gegen die Alternative Hy : u < uy. Ein Ablehnung der Nullhypothese fiir zur Annahme
der Alternative mit der Gewissheit nur einen Fehler mit Wahrscheinlichkeit o zu begehen.
Die Vertauschung der Nullhypothese und der Alternative wiirde keine gesicherte Aussage
uber die Fragestellung ermoglichen.

Im Falle der Konkurrenz besteht das Interesse den VerstoB nachzuweisen. Die zu wahlende
Nullhypothese lautet Hy : u < o gegen die Alternative Hy : > .

2. Beide Interessengruppen betrachten die gleiche Stichproben von 10 Brétchen. Dabei
ergab sich ein mittleres Gewicht von 51.9 Gramm. Uberpriifen Sie anhand dieser
Stichprobe die Hypothesen der beiden Interessengruppen zu einem Signifikanzniveau
von a = 0.05. Formulieren Sie die Aussagen der Testergebnisse genau.

Losung: PriifgroBe in beiden Fallen

T (X1, Xa) = Vi

die unter der Nullhypothese N (0, 1) verteilt ist.
Die kritische Region im Konkurrenzfall ist KR = (u;_,; 00) und imVerbraucherfall KR =
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‘ von ... bis ... ‘ h; ‘ fi= %
1-20 7 0.23
21 - 40 5 0.17
41 - 60 6 0.20
61 - 80 6 0.20
81 - 100 6 0.20

| Summe [30] 1.00 |

(—00, —u1_4). Fir o= 0.05 ist ug.95 = 1.6445.
Die Realisationen der Teststatstatstiken und die Entscheidungen sind

Ty (w1,...,%10) = V1022282 = 7.60 ¢ KR = (—00; —1,6445) = H, wird nicht abgelehnt,
Ty (21,...,210) = V1022228 = —1.34 ¢ KR = (1.6445; 00) = Hy wird nicht abgelehnt.

Damit konnen die Verbraucher nicht davon ausgehen, dass die Brotchen das Mindestge-
wicht unterschreiten.

Die Konkurrenz kann nicht klagen, denn es ist nicht davon auszugehen, dass die Brotchen
zu schwer sind.

Aufgabe 5 (15 Punkte)

Gegeben seien 30 Beobachtungen der Zufallsvariablen X, deren Realisationen die Werte
1,2,3,...,100 annehmen konnen. Die 30 Beobachtungen wurden zu folgender Tabelle
zusammengefaft:

von ... bis ... | 1-20 | 21-40 | 41-60 | 61-80 | 81-100
Anzahl 7 5 6 6 6

Teil A

1. Stellen Sie die relative Klassenhdufigkeit in einem Histogramm dar.

Losung: Berechnung der relative Klassenhaufigkeiten:

Das Histogramm ist in Abbildung 1 auf Seite 6 zu sehen.

2. Zeichnen Sie die empirische Verteilungsfunktion der Daten.
Lésung: Berechnung der Werte fiir die Verteilungsfunktion:

Die Verteilungsfunktion ist in Abbildung 2 auf der Seite 6 zu sehen.
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Abbildung 1: Histogramm der Beobachtungen
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Abbildung 2: Verteilungsfunktion der Daten
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3. Bestimmen Sie graphisch den empirischen Median der gruppierten Daten.

Lésung: Aus der Grafik kann man den Median bei 50 ablesen.

. Berechnen Sie das arithmetische Mittel und die empirische Varianz der klassierten

Beobachtungen.

Losung: Arithmetisches Mittel bei gruppierten Daten:
Die Formel hierfiir lautet: Z = 3% m; - h; wobei m; = 5(g; + gi+1) die Gruppenmitte

ist.
— 1

r = 5

w

0
0

o

1
1

30

(10.5-7+30.5-5+50.5 - 6 +70.5 - 6 + 90.5 - 6)
(73.5 4 152.5 + 303 + 423 + 543)

1495

T = 49.83

Das arithmetische Mittel betragt 49.83.

Varianz bei gruppierten Daten:

Die Formel hierfiir lautet: varz = 1¥¥_, (m; — 7)° - h;

varxr =

varxr =

£ ((10.5 — 49.83) - 7+ (30.5 — 49.83)* - 5 + (50.5 — 49.83)” - 6 + (70.5 — 49.83)" - 6 +
L (10827.94 + 1868.24 + 2.69 + 2563.49 + 9 924.29)

=5 - 25186.67

839.59

Die Varianz betragt 839.59.

Teil B

1.

Skizzieren Sie eine Testidee fiir die Hypothese “Die Beobachtungen stammen aus
einer Gleichverteilung”. Wie lautet eine Priifgrofie?

Lésung: Es handelt sich hierbei um einen x2-Anpassungstest. Die Hypothesen lauten:
Hy: X ~GL(a,b)

H, : Xist nicht gleichverteilt

Berechnung der PrufgroBe:

PG: x3 = ninfiznn)’

nmw

Unter welchen Voraussetzungen kann die Verteilung der Priifgréfie approximativ an-
gegeben werden?

Losung: Das gilt wenn n groB ist und wenn alle nm; > 1 und die meisten nm; > 5
sind. Die Klassen miissen so gewahlt werden, daB die genannten Bedingungen gelten. In
unserem Fall sind alle Bedingungen gewahrleistet.

Geben Sie nun den Ablehnbereich fiir den Test zum Signifikanzniveau von a = 0.05

all.

Ldsung: Ablehnbereich: x3g > Xi_1,1_ Wobei X3.095 = 9.4877 ist.
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4. Die berechnete Priifgrofle ist kleiner als 2. Zu welchem Schlufl kommen Sie?

Lésung: Da die berechnete PriifgroBe kleiner als 9.4877 ist, kann angenommen werden,
daB die Beobachtungen aus einer Gleichverteilung stammen.



