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Aufgabe 1

Statistix absolviert ein Praktikum in einem Werk, das Automotoren herstellt. Alarmiert vom derzeltigen Abgasskandal
will Statistix die hergestellten Motoren beziiglich ihrer Abgaswerte mit Hilfe eines statistischen Tests (o =5 % )
tiberpritfen, Als Stichprobenbasis wihlt er aus der Produktion zufillig 4 Paletten 4 4 Motoren aus ( einfache
Stichprobe ). Gemdll der gédngigen Euro-6-Norm soll die CO , — Emission eines Motors den Richtwert

von 9,5 ~%)km nicht

tiberschreiten. Sollte der Test F(x)
ergeben, dass der wahre Median Ve e R R
der CO , - Emission eines 0,875 iioe o e uetea oipNat B e b S e e

Motors hoher als der Richtwert |
ist, hétte dies flir das Werk 0,75 foomaviessnasinssinias e st B ..

weitreichende Konsequenzen zur 0.625 | I . B

Folge ( Produktionsstopp, 0,5625 s e e T e T ‘__r—o
Riickrufaktionen, Imageverlust 05 - ;
etc. ). Daher will Statistix den "
Test so aufbauen, dass das 0,3125 | A B i
Risiko fiir einen unberechtigten :
Produktionsstopp so klein wie ;
moglich gehalten wird. '
Er geht zwar nicht von einer s R
bestimmten Verteilungsannahme
fir die Emissionswerte aus,
nimmt aber an, dass diese

symmetrisch verteilt sind.
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Die Auswertung seiner Daten ergab die abgebildete ( empirische ) Verteilungsfunktion.

1) Bestimmen Sie tabellarisch die zugehtrige absolute Haufigkeitsverteilung !
2) Wie lautet das (unter Ausschopfung aller Informationen ) hier durchzufithrende Testverfahren ?

3) Wie lauten die Hypothesen fiir diesen Test ? Begriinden Sie Ihre Wabhl — falls nétig — mit Hilfe einer
Risikoiiberlegung !

4) Wie lautet die Testfunktion, und wie ist diese unter H o verteilt ?
5) Bestimmen Sie den Annahme—und Verwerﬁmgsberelch dieses Tests !

6) Wie lautet die Testentscheidung ?
7) Interpretieren Sie das Testergebnis inhaltlich und statistisch exakt !

Angenommen, Statistix wiirde davon ausgehen, dass die Emissionswerte normalverteilt sind.

8) Wie lautet das nun zu verwendende Testverfahren ?

9) Wie lauten die Hypothesen flir diesen Test 7
10) Wie lautet die Testfunktion, und wie ist diese unter H ¢ verteilt ?

11) Bestimmen Sie den Annahme— und Verwerfungsbereich dieses Tests !

Angenommen, Statistix hétte den Testfunktionswert v =—1,2734 ermittelt.

12) Bestimmen Sie den Wert der ( empirischen ) Standardabweichung ( Runden Sie auf 4 Nachkommastellen ) !
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Aufgabe 2

Statistix ist Kapitén der Piratencrew ,, Statistik-Bande ., Er will mit seinem Schiff zur Insel ,, Isla de Pélya * fahren, um
dort Proviant und Rum kaufen. Dafiir werden mindestens 850 kg Gold und Diamanten bendtigt, welche durch das Kapern
von 7 Handelsschiffen erbeutet werden sollen. Das Schiff der Piratencrew hat ein Eigengewicht von 1500 kg und wilrde
bei einem Gesamtgewicht iber 3000 kg untergehen.

Statistix tridgt zusammen mit seiner Crew ein Gewicht von 600 kg zum Gesamtgewicht bei.
Statistix geht davon aus, dass ein zu kaperndes Handelsschiff im Mittel 95 kg Gold und 30 kg Diamanten mit sich fithrt.

Er weill ferner, dass die Wahrscheinlichkeit, dass sein Schiff nicht untergeht, aber genug Beute tragen kann, bei
mindestens 96 % liegt.

1) Bestimmen Sie mit Hilfe eines formalen Rechenganges die Varianz des Gesamtgewichts des Piratenschiffs !

Glicklich guf der Insel angekommen, versorgt sich das Piratenschiff mit Proviant und Rum, und will — versteckt in einer
Bucht — wieder auf Beutezug gehen, d.h. Handelsschiffe itberfallen. Man weif, dass alle 2 Stunden ein Handelsschiff
aus dem Hafen auslduft.

1) Wie ist die Zufallsvariable
M
X :,, Wartezeit auf das nidchste Handelsschiff “ verteilt ? [ Verteilungstyp und —parameter ! ]
2) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Piratenschiff

a) genau 45 Minuten auf das néchste Handelsschiff warten muss ?
b) mindestens 80 Minuten auf das néichste Handelsschiff warten muss 7

¢) noch maximal weitere 30 Minuten auf das nichste Handelsschiff warten muss, wenn man schon eine Stunde
vergeblich wartet ?

Angenommen, bei einem drohenden Unwetter wiirden die Handelsschiffe nur unregelméBig aus dem Hafen auslaufen.
Pro Tag ( = 24 Stunden ) verlassen dann durchschnittlich 12 Schiffe den Hafen. ‘
3) Wie ist die Zufallsvariable

Y : ., Wartezeit auf das nidchste Handelsschiff “ verteilt ? [ Verteilungstyp und —parameter ! ] '

4) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Piratenschiff

a) langer als 3 Stundenund 25 Minuten auf das ndchste Handelsschiff warten muss ?
b) zwischen 2 und 6 Stunden auf das nichste Handelsschiff warten muss ?

¢) weniger als 45 Minuten auf das ndchste Handelsschiff warten muss ?
d) noch maximal weitere 2 Stunden auf das néchste Handelsschiff warten muss, wenn man schon eine halbe Stunde

vergeblich wartet ?

Statistix hat die Idee, dass er vielleicht noch mehr verdienen kénnte, wenn er fiir ein gekapertes Schiff — sowohl vom
Kapitin als auch vom Besitzer des Schiffes — Losegeld verlangen wiirde. Mit Hilfe eines statistischen Tests (o =5 % )
will Statistix iiberpriifen, ob sich die Bereitschaft, Losegeld zu bezahlen, zwischen Kapitinen und Besitzern von Schiffen
unterscheidet. Als Datenbasis zur Durchfithrung des Tests sollen ihm die diesbeziiglichen Erfahrungen der niéichsten

50 gekaperten Schiffe dienen ( einfache Stichprobe ).

1) Wie lautet das zu verwendende ( nichtparametrische ) Testverfahren 7 |
2) Wie lauten die Hypothesen fiir diesen Test ? Begriinden Sie Ihre Wahl — falls ndtig — mit Hilfe einer

Risikoiiberlegung !
3)  Wie lautet die Testfunktion fiir diesen Test, und wie ist diese unter H ¢ verteilt ?
4) Bestimmen Sie den Annahme— und Verwerfungsbereich fur diesen Test !

Angenommen, es wiirde sich folgendes ergeben :
e bei 25 gekaperten Schiffen zahlten sowohl die Kapiténe als auch die Besitzer Losegeld.
e beinur 5 gekaperten Schiffen zahlten weder die Kapitiine noch die Besitzer Losegeld.
e bei 12 gekaperten Schiffen zahlten die Kapitine Losegeld, die Besitzer aber nicht,

5) Wie lautet die Testentscheidung ?
6) Interpretieren Sie das Testergebnis inhaltlich und statistisch exakt !
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Aufgabe 3

Statistix ist Hobby-Zoologe und beschiiftigt sich in seiner Freizeit mit Insektenzucht, Durch Genm:
eine neue Insektenart geziichtet, deren Fortpflanzungsverhalten er jedoch noch nicht kontrollieren M ’.ﬁ ? nme
die Weibchen unvorhersehbar in unregelmifigen Abstinden Nachwuchs. Statistix will nun dq) werh: 2
untersuchen und betrachtet dazu das Foﬂpﬂanzungsverhalten in n voneinander getrennten Terrarien, die gle ' "

besetzt sind. ¥ o
Er nimmt zuniichst an, dass die Zufallsvariablen

y\a

X i, Anzahl der Nachwuchs bekommenden Weibchen im i~ten Terrarium “[i=1,...,n]

beliebig verteilt sind mit E ( X;)=A.

1) Ermitteln Sie mit Hilfe eines geeigneten Konstruktionsverfahrens einen Schétzwert fiir A !
Wie lautet demnach die zugehorige Schitzfunktion (:), ?

Nach reiflicher Uberlegung geht Statistix nun davon aus, dass die betrachteten Zufallsvariablen X ; ponssonvertellt sind
und betrachtet die Zufallsvariable

T : ,, Wartezeit auf die nichste Insektengeburt “

mit f()=re™ 5 E(M)=g ; Va(l)=—p ; P(T>t)=¢
2) Zeigen Sie mit Hilfe eines geelgneten Konsnuktlonsverfahrens dass fiir den Schatzwert der Standardabweichung o
der Zufallsvariablen T gilt: 6 =t , d.h. dass die zugehdrige Schitzfunktion lautet : O 5=T |

3) Zeigen Sie mit Hilfe eines Rechenganges, dass es sich bei ® » =T um eine erwartungstreue Schétzfunktion fiir o

handelt !
4) Zeigen Sie mit Hilfe eines Rechenganges, dass es sich bei @)2 =T um eine konsistente Schitzfunktion fiir o

handelt !

Von einem Kollegen erfihrt Statistix, dass es beim Schétzen einer Wartezeit manchmal passiert, dass das Experiment
beendet werden muss, bevor das erwartete Ereignis eingetreten ist. Dieser Fall tritt ein, wenn in einem Terrarium zur
Abbruchzeit z noch kein Nachwuchs geboren ist. Dies will er nun beriicksichtigen und eine Schitzung fir die

Standardabweichung © durchfiihren.

Zum Abbruchzeitpunkt z hat sich in k Terrarien Nachwuchs eingestellt, die restlichen n —k Terrarien blieben ohne
Nachwuchs, d.h. die Wartezeit bis zur ersten Geburt ist in diesen n—k Terrarien grofler als z.
Statistix stellt folgende Maximum-Likelihood—Funktion auf :

k n
L[c'(tl,...,tn )] = Hf(ti | o) : H P(Tj >z| 0)
i=1 jek+1
5)  Zeigen Sie mit Hilfe eines Rechenganges, dass fiir den Maximum-—Likelihood—Schétzwert fiir o gilt

(n-1)

k

l k.
o=— ti+
kL

oz |

Nach drei Tagen und drei Néichten beendet Statistix das Experiment.
Der Anteil der Terrarien ohne Nachwuchs betrégt % ,in den ibrigen 36 Terrarien mit Nachwuchs ergab sich eine

Gesamtwartezeit von 1800 Stunden.

6) Bestimmen Sie aus diesen Angaben den Maximum-Likelihood-Schiitzwert & !
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‘Block A

Das ,Mean Square Error = Konzept* betrachtet den mittleren tatlﬁchliohan
Schiitztunktion.

Ein ,, Niveau — o — Test “ heifit konservativ, falls mit wachsendem Stichprobenumfang die bl
Ablehnung einer unzutreffenden Nullhypothese immer sicherer wird. ol

Die Varianz einer t — verteilten Zufallsvariablen kann nicht kleiner sein als die Varianz einer
standardnormalverteilten Zufallsvariablen.

Das Schiitzintervall fiir den unbekannten Parameter vl einer normalverteilten
Grundgesamtheit wird bei bekanntem o® ( unter sonst gleichen Bedmgungen ) mit
zunehmendem Stichprobenumfang stets kleiner,

Block B

Bei den sog. ,, verteilungsfreien® Tests benotigt man keine Testfunktion und folglich auch
keine Verteilung derselben, um den Test durchzufiihren. |

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,, X = p “ ist gleich Null, falls die Zufallsvariable
X stetig ist.

1

Eine uneingeschrinkte Zufallsauswahl ist immer auch eine gleichgewichtete Zufallsauswahl.

Um mit Hilfe des Vorzeichentests den unbekannten Median einer Verteilung zu testen, setzt
man nur voraus, dass das untersuchte Merkmal stetig verteilt ist.

Block C

Erhoht man beim Einstichprobén—GauBtest ( unter sonst gleichen Bedingungen ) den
Stichprobenumfang n auf n* , so gilt fiir die entsprechenden Verwerfungsbereiche

B bow. BY . B . B%.

Die Summe von mehr als 30 Zufallsvariablen ist approximativ normalverteilt.

Entscheidet man sich bei einem statistischen Test zum Signifikanzniveau o = 5 %
fiir die Gegenhypothese H | , so ist diese Entscheidung mit einer Wahrscheinlichkeit von

P(,,H;{“/Hp)=o=15 % falsch.

Fin ,, Niveau - o, - Test “ heiBt gleichmiiflig bester ( = trennscharfer ) Test, falls kein anderer
,» Niveau - o = Test “ auf dem gesamten Hypothesenbereich H ; eine steilere Giitefunktion

besitzt.




Okonomen & Wirtschaftsingenieure

1)

2)
3)

4)

1)

2)

3)

4

Block D

Die Tschebyscheffsche Ungleichung ldsst sich auch dann anwenden, wenn bek ¥
welchem stochastischen Verteilungstyp die betrachtete Zufallsvariable folgt.
g e

Ein Schitzintervall iiberdeckt mit ( 1 — o ) %-—iger Wahrscheinlichkeit den zu
Parameter. |

Bei der Auswahl einer einfachen Stichprobe hat jedes Element der Grundgesamtheit die
gleiche Wahrscheinlichkeit, in die Stichprobe zu gelangen. |

Ein Tést heif}t ,, Niveau — oo — Test ,'falls gilt: g(9) <a fir alle 9 € H;.
Block E

Sei (X1, ..., Xn) eine einfache Stichprobe mit E (X;)=p und Var (X;)=0c".
Nach dem ( schwachen ) Gesetz der groflen Zahlen gilt:
,, Fiir groBes n nimmt X ,, mit hoher Wahrscheinlichkeit Wertg nahe bei p an. *

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen ist nicht das arithmetische Mittel aus allen
realisierten Auspragungen. :

Das Klumpenverfahren ist eine uneingeschrankte Zufallsauswahl.

Der Wert der Gﬁtefunktion eines Tests an der Stelle 9 ¢ H ; ist das Komplement der
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art an der Stelle 3 .



