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Aufgabe 1 10 Punkte
Sei (X, )nen, eine homogene Markov-Kette mit Zustandsraum S = {1,2,3} und Ubergangsma-
trix

1 0 0
P=| 1/4 1/2 1/4
0 0 1

(a) Stellen Sie die Markov-Kette graphisch dar und bestimmen Sie (mit Begriindung), ob sie
irreduzibel und/oder aperiodisch ist.

(b) Finden Sie alle invarianten Verteilungen der Markov-Kette.

(c¢) Die Markov-Kette startet im Zustand 2, d.h. P(Xy = 2) = 1. Bestimmen Sie die Verteilung
der Kette nach einem Schritt und nach zwei Schritten.

(d) Die Markov-Kette hat die Startverteilung P(Xy = 1) = P(Xy = 3) = 1/2. Berechnen Sie
die Verteilung von Xgg9 unter dieser Startverteilung.

(e) Ist die Grenzverteilung lim, o P, (X, = ),z € S, der Kette unabhéinging von der Start-
verteilung v? Falls ja, begriinden Sie, falls nein, geben Sie zwei verschiedene Grenzvertei-
lungen fiir zwei verschiedene Startverteilungen an.

Aufgabe 2 10 Punkte
Es seien X und Y Zufallsvariablen, deren gemeinsame Verteilung geméfl folgender Tabelle ge-
geben ist:
X
v 0 1 |2

0 1/6 | 1/6

1 0 [1/3

2 1/31 0

by

(a) Berechnen Sie E[X], E[Y] sowie var(X) und var(Y'). Berechnen Sie auflerdem die bedingte
Verteilung von Y gegeben X = 0.

(b) Berechnen Sie cov(X,Y), und entscheiden Sie (mit Begriindung), ob X und Y unabhéngig
sind.

(c¢) Esseien Z und W Zufallsvariablen, deren gemeinsame Verteilung gemifl folgender unvoll-
sténdiger Tabelle gegeben ist:

1/2

1/4

1/4

Mo~ O

Vervollstandigen Sie (mit Begriindung) die Tabelle, falls E[Z] = 7/12 ist.



Aufgabe 3 10 Punkte

E F

Die Skizze stellt ein Schema zweier Gas-Pipelines dar, welche von E nach F fithren. Mit Wahr-
scheinlichkeit 0.2 ist die Pipeline an Punkt 1 blockiert, mit Wahrscheinlichkeit 0.5 gibt es eine
Blockade an Punkt 2, und mit Wahrscheinlichkeit 0.1 ist Punkt 3 blockiert. Die Blockaden
finden unabhéngig voneinander statt. A; bezeichnet das Ereignis, dass Punkt ¢ blockiert ist,
i€ {l1,2,3}.

(a) Beschreiben Sie in Worten die Ereignisse (i)As N As, (ii)A2 U A3 und (iii) A N (A2 U As)
und berechnen Sie fiir jedes dieser Ereignisse die Wahrscheinlichkeit.

(b) Bestimmen Sie, fiir jedes i € {1, 2,3}, die Wahrscheinlichkeit, dass Gas von E nach F fliefit,
falls Punkt ¢ blockiert ist.

(c) Bestimmten Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Gas von E nach F fliefit.

(d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Punkt 1 blockiert ist, falls kein Gas von E
nach F flieit.

Aufgabe 4 10 Punkte
Die Funktion f: R — [0,00) sei gegeben durch

c1(1+z) fallsz € [-1,0],
f(x) =19 c(l—z) fallsze[0,1],

0 sonst.

(a) Bestimmen Sie die Konstanten ¢ und ¢ so, dass f eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, und
die zugehorige Verteilung den Erwartungswert 0 hat.

(b) Bestimmen Sie die zu f gehorige Verteilungsfunktion F.
(c) Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte f. Berechnen Sie P(| X| < 1/2).

Aufgabe 5 10 Punkte

(a) Sei

1
fo(x) == ﬁx%_m/e, x>0
die Dichte einer Zufallsvariablen mit unbekanntem 6 > 0. Bestimmen Sie den Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir eine Stichprobe x1, ..., z, dieser Zufallsvariable.

(b) Ist der in (a) bestimmte Schétzer erwartungstreu? Beweisen Sie Ihre Antwort.

Gesamtpunktzahl: 50 Punkte



