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Aufgabe 1 12 Punkte

Sei (Xn)nen, eine homogene Markovkette mit Zustandsraum S = {1,2, 3, 4} und Ubergangsmatrix
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P o b0 ok mit p € [0,1].
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(a) Zeichnen Sie den Ubergangsgraphen.

(b) Bestimmen Sie alle p € [0, 1], so dass die Markovkette irreduzibel und aperiodisch ist.

(c) Sei nun p = 1/2. Berechnen Sie eine invariante Verteilung der Markovkette. Ist diese
eindeutig?

(d) Sei nun p = 1. Die Startverteilung sei gegeben durch v := (0, /4,1/2,1/4)T. Bestimmen Sie
die Verteilung von X;. Wie sieht die Verteilung von X193 aus?

Losungsskizze zu Aufgabe 1.

(a) Der Ubergangsgraph ist gegeben durch

e p Yo

(b) Wir machen folgende Fallunterscheidungen:

(i) p = 0: Die Kette ist nicht irreduzibel, da man z.B. von Zustand 1 oder 2 nicht in den
Zustand 3 gelangt.

(ii) p = 1: Die Kette ist nicht irreduzibel, da man z.B. von Zustand 2 nicht in den Zustand
1 gelangt.

(iii) 0 < p < 1: In diesem Fall ist die Kette irreduzibel, da man von jedem Zustand in
endlich vielen Schritten zu jeden anderen Zustand gelangt. In diesem Fall ist die
Kette aperiodisch, da der Zustand 1 die Periode 1 hat und alle anderen Zustinde
somit ebenfalls Periode 1 haben.

Also ist fiir p € (0,1) die Markovkette irreduzible und aperiodisch.
(c) Sei nun p = 1/2. Gesucht ist ein 7 := (w1, 72, 73, m4)T € [0,1]* derart, dass
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und 71 + 72 + 73 + 74 = 1 gilt. Aus der ersten Gleichung —1/2- m; + 1/2 - w3 = 0 folgt
T = To.
Dies in die zweite Gleichung eingesetzt liefert —1/2 - m; + 1/2 - 73 = 0 und damit
T3 = To.
Eingesetzt in die vierte Gleichung 1/2 - 73 — 74 = 0 ergibt
T4 = L2 -7y,
Und aus der Bedingung
mi+metmgtmg=m-(1+1+1+10)=m -T2=1 baw. m =2/

folgt schlielich
ﬂ.T = (2/77 2/75 2/7a 1/2 ’ 2/7) = 1/7 : (2,2, 2, 1) s
Da die Markovkette irreduzibel ist, ist die invariante Verteilung 7 eindeutig.
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(d) Sei nun p =1 und vT = (0, 1/4,1/2,1/4). Fiir die Verteilung p; von X; gilt:

5 300

puf =T - P = (0,1/4,Y2,1/4) - 0 (1) : (1) = (0,1/4,1/2, /1) = L.
T
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Insbesondere folgt damit, dass v eine stationédre Verteilung ist. Und daher gilt dann auch
fiir die Verteilung p103 von Xios:

#{03=VT'P103=1/T'P‘P102=VT'P102=-..ZVT.

Aufgabe 2 10 Punkte
Eine Firma bekommt von einem Zulieferer Mikrochips, von denen typischerweise 1% einen
Defekt hat. Es bezeichne D das Ereignis, dass ein Mikrochip defekt ist. Mithilfe eines Priifgerats
werden alle Chips getestet. Dieses Gerat hat folgende Eigenschaften:

P(W|D) = 0.997, P(W¢|D¢) = 0.995.
Dabei bezeichnet W das Ereignis, dass das Geréit eine Warnung ausgibt.
(a) Berechnen Sie P(W) und P(WW°).
(b) Berechnen Sie
(i) die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein Mikrochip fehlerfrei funktioniert, falls das
Gerit nicht warnt;
(ii) die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein Mikrochip defekt ist, falls das Gerat warnt;
(iii) die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mikrochip defekt ist und das Ger#t keine Warnung
ausgibt.

(¢) Fiir die Durchfiihrung eines einzelnen Tests fallen Kosten in Hohe von 5 Euro an. Hinzu
kommen 20 Euro, falls der Test eine Warnung ausgibt und der Mikrochip deswegen aussor-
tiert werden muss. Wird ein defekter Mikrochip nicht erkannt, entstehen durch die bereits
erfolgte Weiterverarbeitung Folgekosten in Hohe von 200 Euro. Berechnen Sie den Erwar-
tungswert und die Varianz der Unkosten (finanziellen Aufwendungen) fiir einen getesteten
Mikrochip.

Losungsskizze zu Aufgabe 2.
(a) Mithilfe der totalen Wahrscheinlichkeit angewandt auf DU D° = ) sowie der Wahrschein-
lichkeit von Gegenereignissen sind
P(W) =P(W|D°) - P(D°) + P(W|D) - P(D)
= 0.005 - 0.99 4 0.997 - 0.01 = 0.01492,
P(W°€) =1—P(W) = 0.98508.

(b) Gesucht sind P(D¢|W*€), P(D|W) sowie P(D N W), die sich mittels Formel von Bayes
berechnen lassen:
We|D?)P(D®) _ 0.995-0.99

P(

{6 CX —
= P(We)  0.98508 S
P(W|D)P(D)  0.997 - 0.01

= = == .6 2
A P(W) 0010z 000823,

P(D N W*°) = P(W°|D) - P(D) = 0.003 - 0.01 = 0.00003
(c) Nach Text sind die Kosten die ZV K =5+ 20 - 1y + 200 - 1pnwe, also
E[K] = 5+ 20B(W) + 200P(D N W°) = 5.3044,
E[K?] = 25 + 400P(W) + 40000P(D N W¢) + 200P(W) + 2000B(D N W*) = 35.212,
V(K) = E[K?] - E[K]* = 7.0753.

Sinnvolles Runden ist in Ordnung.



Aufgabe 3 10 Punkte
Gegeben sei die Funktion f : R — R mit den Parametern a,b € R und

e {an +b fallsz€0,1]

0 sonst
(2) Bestimmen Sig a und bso, dass f die Dichtefunktion einer Zufallsvariablen X mit E[X] = <
ist.
(b) Berechnen Sie fiir a = —1 und b = 2 die Varianz einer Zufallsvariablen X mit Dichtefunk-
tion f.

Losungsskizze zu Aufgabe 3.

(a) Damit f die Dichtefunktion einer Zufallsvariablen X ist muss zun#chst gelten:
(i) f(z) > 0 fiir alle x € R,
(ii) f_xx filaids — 1:
Also stellen wir fest, dass auf jeden Fall notwendigerweise b > 0 gelten muss, damit (i)
und (ii) erfiillt sein kénnen.

Ferner erhalten wir aus (ii) die Bedingung

1 1 :
1é/f(a:)dx=a/ 2zdz+b=a+0d.
0 0

Damit muss also a = 1 — b gelten.
Damit der Erwartungswert von X mit Dichte f den Wert 0 annimmt muss gelten
1 T i
2
- ;]E[X] =/ i) dz = 2a/ a:zda:—f—b/ rde =22 4 é,
da a =1 — b erhilt man b = 2.
(b) Es gilt
V(X) =E [X?] - E[X]* =E [X?] -

und mit a = —1 und b = 2 gilt

1 : L e |
E[Xﬂ:/ ajzf(g:)dx:(_Q)/ l‘3dz‘+2/ ZL‘2d£L‘=——+-—=_,
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e 8 Punkte

Seien X7, X, ..., X, mit n € N unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte

20z e falls 7 > 0
0 sonst :

fo(z) = {

wobei 6 > 0 ein unbekannter Parameter sei.

Bestimmen Sie fiir eine gegebene Stichprobe (z1,...,z,) von n unabhingigen Realisierungen
von Xi,..., X, den Maximum-Likelihood-Schétzer 6, (X1, ..., X,) des Parameters 6.

L&sungsskizze zu Aufgabe 4. Die Likelihood-Funktion ist gegeben durch

n n n
L(O; (z1,...,20)) = Hfo(iri) = H29 ;€70 = (20) (H wz) e 03
i=1 i=1 i=1



Damit ergibt sich fiir die Loglikelihood-Funktion:

n n
1(6; (1,- -5 Tn)) = In (L(6; (#1,---,Zn))) = n - In(26) + ) "In(z;) — 0 7.
1—1 =1

Differentiation beziiglich 8 liefert

3 n 4 2
%“97 (:El, 7$n)) = 5 - zzzlwz
Nun gilt %1(6‘; (e o z,)) = 0 genau dann wenn
n
=
YIS
Ferner gilt :
0 n
762/0; (1, 2n)) = =55 <0
fiir alle @ > 0. Also ist der Maximum-Likelihood-Schétzer gegeben durch
p n
B Xn) = =——-
T X
Aufgabe 5 10 Punkte

(a) Es bezeichne X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P) mit X(Q) = {0,1} und ¥ (22) = {0, 1,2, 3}. Die gemeinsame Verteilung px y von
X und Y ist in nachfolgender Tabelle zusammengefasst:

y|0123

420 0 420 5/20
0 220 2420 3/2

z
0
i

Bestimmen Sie jeweils
(i) die Randverteilungen von X und Y sowie die Verteilung von Z := XY;
(i) die Kovarianz cov(X,Y);
(iii) die Wahrscheinlichkeit P(X >Y).
(b) Geben Sie bei jeder der folgenden Aussagen an, ob sie wahr oder falsch ist. Eine Be-
griindung ist bei diesem Aufgabenteil nicht notwendig.
(i) Esgilt V(X +Y) = V(X) + V(Y) fiir zwei Zufallsvariablen X und Y.
(i) Wenn X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen sind, so gilt px vy (z,y) = px(z) - py (y)
fiir alle z € X(©2) und y € Y (Q).
(iii) Wenn X und Y zwei unabhéngige Zufallsvariablen sind, so gilt E[X -Y] = E[X]-E[Y].
(iv) Wenn X (w) = 3 fiir alle w € Q gilt, dann ist E(X) = 3 und V(X) = 1.

Losungsskizze zu Aufgabe 5.
(a) (i) Fiir die Randverteilungen px und py von X bzw. Y erhalten wir:

S g e SR

0 420 0 4/20 5/20 || 13/20
1 0 2020 2/20 3/20 | 7/20

py | 420 220 620 8/20 |

z




Fiir die Zufallsvariable Z = XY gilt Z(Q) = {0, 1,2.3}. Die Verteilung pz von Z ist
gegeben durch

P(Z = 0) = pz(0) = px,y(0,0) + px,y(0,1) + px,y (0,2) + px,v (0, 3) + px,y (1,0) = 13/20,
P(Z — 1= wz (1) =lpxv (@5 =220
::(Z = 2\) — Pz (2) — p‘X‘Y(lf 2) = 2/207
P(Z = 3) = pz(3) = px¥(1,3) = /2.
(ii) Zunéchst gilt
cov(X,Y) =E[XY] - E[X] - E[Y] = E[Z] — E[X] - E[Y].
Wir erhalten

E[X] = 7/2,
]E[Y] = 2/20 8. 1?!/'20 e 24/20 = 38/20 = 19/101
E[XY] = 2/20 + 4/20 + 9/20 = 15/20 = 3/a.

Und damit folgt dann
cov(X,Y) = 15/20—7/20-38/20 = 15/20—266/400 = 15/20—133/200 = 150/200—133/200 = 17/200.
(iii) Zunichst gilt
P(X>Y)=P(X =Y)+P(X >Y).
Ferner gilt

P(X =Y)=pxy(0,0)+pxy(l,1) =420+ 2/20 = 6/20

sowie
P(X >Y)=pxy(1,0)=0.

Und damit folgt dann
B Y) = 6/20.

(b) (i) falsch, (ii) falsch, (iii) wahr, (iv) falsch.



