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Aufgabe 1 10 Punkte
Gegeben sei die Matrix
0 a 06
P=1b 0 07
02 08 ¢

(a) Bestimmen Sie die Zahlen a,b,c so, dass die Matrix stochastisch ist. Zeichnen Sie den
zugehorigen Ubergangsgraphen, und geben Sie an, ob die zugehorige Markov-Kette irre-
duzibel ist.

(b) Bestimmen Sie alle gegebenenfalls vorhandenen invarianten Verteilungen der Markov-
Kette zur stochastischen Matrix P.

(c) Gegeben seien zusétzlich Sprungraten A\; = Ao = 2 und A3 = 1. Geben Sie die Q-Matrix
der zugehorigen Markov-Kette in stetiger Zeit an, und erkldren Sie kurz die Bedeutung
der Sprungraten fiir das Verhalten der Markovkette.

L6sungsskizze zu Aufgabe 1.

(a) Da die Zeilensummen jeweils 1 ergeben miissen, folgt a = 0.4,b = 0.3, ¢ = 0. Skizze. Die
Markov-Kette ist irreduzibel, da man von jedem Zustand aus jeden anderen Zustand er-
reichen kann (sieht man an der Skizze, bzw. direkt an den Ubergangswahrscheinlichkeiten,
denn p; ; # 0 fiir jedes Paar i # j.)

u losen ist das Gleichungssystem m = 7 ,m + m + w3 = 1, bzw. — T =
b) Zu 1 ist das Gleich Tp T L, b P-NnT
0,71 + w9 + w3 = 1. Dies fiihrt auf

0.3m +0.213 = m

0.4m +0.8m3 = 9
0.6m +0.7m9 = 3
T +m+m3 = 1.

Losen mittels Gauss-Algorithmus oder mittels direkter Rechnungen fithrt auf die eindeu-
tige Losung 7 = (1/5,2/5,2/5)T = (0.2,0.4,0.4)T.

(c) Mit der Formel ¢;; = —\; und ¢; ; = A\ip; j,7 # j, erhdlt man

-2 0.8 1.2
Q=106 —2 14
0.2 0.8 -1

Die Rate \; gibt an, dass die Kette im Zustand ¢ eine exponentialverteilte Zeit mit Para-
meter \; wartet, bevor sie den néchsten Sprung ausfiihrt.

Aufgabe 2 10 Punkte
Die gemeinsame Verteilung von X und Y sowie die Randverteilungen von X und Y sind in
folgender unvollstéindiger Tabelle gegeben:



Y
X -1 0 1 | P(X=k)
-1 3/20 0
0 g 14
1 1/20 1/5
P(Y =k) 1/4

Die Zufallsvariable X habe Erwartungswert 0.
(a) Bestimmen Sie P(X = —1) und P(X = 0).
Hinweis: Benutzen Sie die Information iiber E[X].
(b) Vervollstindigen Sie die gegebene Tabelle.
(c) Bestimmen Sie die bedingte Verteilung von X gegeben Y = 1.
(d)
)

(e) Sind X? und Y2 unabhingig? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilung von X2 und Y2

Losungsskizze zu Aufgabe 2.
(a) Aus E[X] =0 folgt P(X = —1) =1/5 und P(X = 0) = 3/5.
(b) Die Losung ist in der Tabelle:

R S P P
-1 /20 3/20 0 | 15 0
0 s /g 1/10 | 3/5 2/5
1 /20 0  3/20 | 15 3/5
py |70 25 Y

(c) siehe Tabelle in (b).
(d) Die Losung ist in der Tabelle:

Y2
/e T/20 | 12/20
1 3/20 1/4 | 8/20
Dy?2 8/20 12/20

(e) X2 und Y? sind nicht unabhingig, da py2(0)py2(0) # P(X = 0,Y = 0).

Aufgabe 3 10 Punkte
FEine Zeichenfolge wird iiber einen stark gestorten Kanal iibermittelt. Jedes Zeichen kommt
unabhéingig von den anderen Zeichen mit Wahrscheinlichkeit p = 0.85 korrekt an, andernfalls
kommt es falsch an.

(a) Es werden insgesamt n Zeichen iibermittelt. Sei X die Anzahl korrekt iibermittelter Zei-
chen. Welche Verteilung hat X7 Geben Sie auflerdem E[X] und V(X) in Abhéngigkeit
von n an.

(b) Fiir n = 10 bestimme man die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens ein Zeichen falsch
ankommt.

(c¢) Fir n = 100 bestimme man mittels Normalapproximation die Wahrscheinlichkeit, dass
hochstens 10% der Zeichen falsch ankommt. Warum darf diese Approximation vewendet
werden?

Losungsskizze zu Aufgabe 3.

(a) X ~Bin(n,0.85),
E[X] = 0.85n,
var(X) =n-0.85-0.15 =n-0.1275.



(b) Mit X aus (a) folgt
P(hochstens 1 Zeichen falsch) = P(X > 9) =P(X =9) + P(X = 10)

10 10
= ( 0 >0.859 -0.15 + <1O>0.8510 ~ 0.3474 + 0.1969 = 0.5443.

(¢) 10% von n = 100 sind < 10 falsche Zeichen, also X > 100 — 10 = 90 (fiir X definiert wie
in (a)). Es gilt E[X] = 85 und 0 = /12.75 ~ 3.571. Somit folgt, (nach dem Zentralen
Grenzwertsatz bzw. wie in Beispiel 7.6) fiir Y ~ A(0, 1)

X—p_ 89— 89 — 85
P(X289)2P< s “>MP><Y> >

o o - 3.571

4
—1-P(Y < —)=1-®y,(1.120) =1 — 0. —0.1314.
(Y < 3‘571) 0.1(1.120) 0.8686 = 0.13

Die Approximation darf wegen des zentralen Grenzwertsatzes verwendet werden, und weil
die Faustregel np > 5 und n(1 — p) > 5 erfiillt ist.

Alternative Rechnung unter der Verwendung der 1/2-Korrektur (Satz 7.7 im Skript):

X > 89.5, also
PX > 895) =P (L H 5 89571 p(y 5 89585
o o 3.571
4.5
=1 -PY <—)=1—-Py(1.2 =1-0.8962 = 0.1038.
Y <o) 0,1(1.260) 0.8962 = 0.1038
Aufgabe 4 10 Punkte

Lena hat eine Trickspielmiinze gefunden und vermutet, dass sie nicht fair ist. Sie mochte einen
x2-Test auf Gleichverteilung durchfiihren, um sich von ihrer Vermutung zu iiberzeugen.

(a) Stellen Sie eine geeignete Nullhypothese Hy und Alternativhypothese H4 auf.

(b) Bestimmen Sie den Freiheitsgrad und das fiir den Test relevante Quantil zum Fehlerniveau
a = 0.05.

(c) Sei k € {0,1,...,10} die Anzahl der Képfe bei 10 Miinzwiirfen. Berechnen Sie die Test-
statistik (=Testwert) in Abh#ngigkeit von k.

(d) Fiir welche Werte von k lésst sich Lenas Vermutung zum Fehlerniveau o = 0.05 stiitzen?

Losungsskizze zu Aufgabe 4.

(a)

Hy : Miinze ist fair (folgt einer Gleichverteilung),
H 4 : Miinze ist nicht fair (folgt keiner Gleichverteilung).

(b) Der Freiheitsgrad ist f = 1. Das relevante Quantil ist Xia,f = X(%.95,1 =3, 84.
(c¢) Die Teststatistik ergibt sich als

2 2 2 2
2 (Ni —F;)* _(k—5)" (10-k—5)" 2 2
— = == = k - 5 .
X ; F, 5 5 505
(d) Die Nullhypothese wird verworfen, falls
X2 > Xty

2
— 5(k: —5)% >384

5
= [k 5] > /5 *3.84~ 3,008

<— k€{0,1,9,10}.



Aufgabe 5 10 Punkte
Gegeben sei die Funktion fy : R — R mit den Parametern a,b € R und

fo(z) =

I

{a(b+9x3) Jalls —1 <2 <1

0 , sonst

wobei § € [—1,1] ein unbekannter Parameter sei.

(a) Bestimmen Sie alle Paare (a,b) € R2, sodass es sich bei fj fiir alle § € [~1,1] um eine
Dichte handelt.

Sei von nun an a = % und b = 1 in der Definition von fy. Seien Xq,Xo,...,X,,, n € N,

unabhéingig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte fj.
(b) Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen X;.

(c) Zeigen Sie, dass der Schitzer 0,,(X1,...,X,) == L3} | X fiir den unbekannten Para-
meter 0, nicht erwartungstreu ist.

(d) Geben Sie einen erwartungstreuen Schiitzer §(X1, ..., X,,) fiir den unbekannten Parameter
0 an.

Losungsskizze zu Aufgabe 5.

(a) Es muss fur alle 0 € [—1, 1] gelten

/ Z folw)dz =1,

also .
/ a(b+ 0x3)dx = 2ab = 1.
-1
Daraus folgt schon a,b # 0 und a = 1/(2b). Weiterhin muss gelten fy(z) > 0 fiir alle
z €R, 0 € [-1,1], also
a(b+0x3) >0 Vr,0c[-1,1].

1. Fall: @ > O:
b460x3>0 Vz,0¢c[-1,1]
—=b>—-02° Vz,0¢c[-1,1]
<~ b>1.
2. Fall: a < 0:

b+02® <0 Va,0c[-1,1]
—=b< —02° Vz,0€[-1,1]
<—b< 1.
Also ist die Losungsmenge

{(a,b) e R*b>1,a=1/(2b)} U {(a,b) e R*b< —1,a=1/(2b)}.

B = [ oo = [ avortar=?

E[0p(X1,...,X,)] =E

1< 1< 0
n;X] :n;E[Xi]:E).



