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Aufgabe 1 10 Punkte
In einem Krankenhaus werden Patienten von drei verschiedenen Arzten A, B und C' behandelt.
Arzt A behandelt 50%, Arzt B behandelt 20% und Arzt C' 30% der Patienten. Unter den
Diagnosen von Arzt A sind 3% falsch, von Arzt B sind 2% der Diagnosen falsch, und von Arzt
C sind 5% der Diagnosen falsch.

(a) Definieren Sie sinnvolle Ereignisse zur Bearbeitung der Aufgabe und formulieren Sie die
gegebenen Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe dieser Ereignisse.

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine in diesem Krankenhaus gestellte Diagnose falsch?

(c) Gegeben dass eine falsche Diagnose gestellt wird, mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt
sie von Arzt A, B oder C'?

(d) Um die Diagnostik zu verbessern, kontrolliert neuerdings Arzt B die Diagnosen seiner
Kollegen A und C, und entdeckt dabei 80% der falschen Diagnosen. Die Diagnosen von
Arzt B werden nicht {iberpriift. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird nach diesem neuen
Verfahren eine falsche Diagnose gestellt?
Losungsskizze zu Aufgabe 1.
(a) Wir definieren die folgenden Ereignisse:
A := Patient wird von Arzt A behandelt.
B := Patient wird von Arzt B behandelt.
C' := Patient wird von Arzt C behandelt.
D := Die gestellt Diagnose ist falsch.

Die Wahrscheinlichkeiten ergeben sich als

P(4) = B(B) = P(C) = -

P(D|A) = 0.03 P(D|B) = 0.02 P(D|C) = 0.05
(b) Die Wahrscheinlichkeit fiir eine falsche Diagnose ergibt sich aus dem Gesetz der totalen
Wahrscheinlichkeit als
P(D) =P(D|A)P(A) + P(D|B)P(B) + P(D|C)P(C)

1 1 3
=0.03% = +0.02% = +0.05 % — = 0.034

(c) Die Wahrscheinlichkeiten ergeben sich aus dem Satz von Bayes als

CP(D]A)_ . 0031 _
PAID) = 5 PA) = s ~ 044

_PD[B),, . 0021
P(BID) = 5 B(B) = g ~ 0,12
P(C|D) = WP(C) - %% ~ 0.44



(d) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich als
P(D) = P(D|A)P(A) * 0.2 + P(D|B)P(B) + P(D|C)P(C) % 0.2

1 1 3
20.03*5*0.2—1—0.02*7—1—0.05*—*0.2:().01

5 10
Aufgabe 2 10 Punkte
Es sei (X, )nen eine Markov-Kette auf dem Zustandsraum {1, 2, 3,4} mit Ubergangsmatrix
1 0 0 0
p_|1/2 0172 0
1o 0 12 12
0 0 1/2 1/2

Erldutern Sie kurz (2-3 Sétze).

Losungsskizze zu Aufgabe 2.
(a) Skizze. Nicht irreduzibel, da man bspw. nicht von Zustand 1 zu Zustand 2 kommen kann.

(b) Die Verteilung von X ergibt sich aus der folgenden Vektor-Matrix-Multiplikation:

(0,1,0,0) x P? = (1/2,0,1/4,1/4).

(c) Sei m = (w1, ma, w3, 7). Die invarianten Verteilungen ergeben sich aus dem Gleichungssy-
stem 7P = 7. Die Losungsmenge ist gegeben durch

1—
H:{WER‘l‘m6[0,1],772:0,W3:7T4: 27T1}.

(d) Das Langzeitverhalten héngt von der Startverteilung ab. Ein Teil der Masse wird von
Zustand 1 absorbiert, der Rest verteilt sich gleichméfliig auf die Zustéinde 3 und 4.

Aufgabe 3 10 Punkte
Es sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, ), welche das Ergebnis
beim einmaligen Werfen eines fairen Wiirfels beschreibt. Es sei Y die Zufallsvariable auf dem-
selben Wahrscheinlichkeitsraum, welche gegeben ist durch

¥ (@) X(w) falls X(w) gerade ist,
w) =
1 sonst.

(a) Bestimmen Sie die Verteilung von Y.
(b) Sei nun Z := 1;x<4). Geben Sie in einer Tabelle die gemeinsame Verteilung von Y und Z
an.

(c) Bestimmen Sie E[Y] und E[Z].
(d) Bestimmen Sie cov(Y, Z). Sind Y und Z unabhéingig? Begriinden Sie.

Losungsskizze zu Aufgabe 3.



(a) Der Wertebereich von Y ist gegeben durch Y (Q2) = {1,2,4,6}. Die Verteilung ist

(X=3)+B(X =5)=

=
~
Il
=
Il
=
<
Il
=
+
g

A== =

(b) Die gemeinsame Verteilung von Y und Z ist in folgender Tabelle gegeben:

Y
7 1 2 4 6
0 |6 0 0 s
1 /3 16 1/6 0

(c) Die Erwartungswerte ergeben sich als

E[Y]=1+P(Y =1)+2+P(Y =2) +4«P(Y =4) + 6+ P(Y = 6)
1

1 1 1
:1>|<f—|—2>|<f—|—4>kf—|—6>|<f—§

2 PR T O T2
E[Z] =0P(Z =0)+1+P(Z =1)
—FBz=1)=".

(d) Die Kovarianz ergibt sich als

2
cov(Y,Z)=E[YZ] -E[YIE[Z] =1«P(YZ=1)+2«P(YZ=2)+4xP(YZ =4) — 3* g
1 1 1 5 1
= lao 2% +dw — o= ——.
3TITE TN T3 3
Daraus folgt, dass Y und Z korreliert sind und somit nicht unabhéngig.
Aufgabe 4 10 Punkte

Gegeben sei die Funktion f : R — R mit Parametern a,b € R und
ax? 0<z <1,
0 sonst.

(a) Bestimmen Sie alle Paare a,b € R, so dass es sich bei f um eine Dichte handelt.

(b) Bestimmen Sie, in Abhéngigkeit von a und b, den Erwartungswert E[X]| der zugehorigen
Zufallsvariablen X.

(c) Bestimmen Sie, in Abhéngigkeit von a und b, die Verteilungsfunktion Fx.

(d) Es sei nun b = 0. Skizzieren Sie f und markieren Sie in der Skizze die Wahrscheinlichkeit
P(X > 1/2).

Losungsskizze zu Aufgabe 4.
(a) Es muss gelten [*_ f(z)dz =1 und f(z) > 0 fiir alle z € R. Also
/Zf(a:)d:c—/Olbda;—i—/olaxzdx—b—i—gm3 ; :b+§: 1,
also a = 3(1 — b). Mit der Bedingung f(x) > 0, fiir alle z € R, folgt als Losungsmenge
L ={(a,b) eRlb e [0,1],a =3(1—-0b)}.



(b) Der Erwartungswert ergibt sich als

o0 0 1 3 b a
E[X] = zf(z)dx = bxdr + [ ax dm:—§+z.
0

—00 —1

(¢) Zur Bestimmung der Verteilungsfunktion machen wir eine Fallunterscheidung:
1. Fall t < —1:

Fx(t) = / f(z)dz = 0.

2. Fall t € (—1,0]:

-1 t
Fx(t) = /_ f(z)dz + /_1 f(z)dx =b(t +1).

3. Fall t € (0, 1]:

-1 0 t
Fx(t) :/_ f(x)dx+/_1f(:n)dx+/0 f(:n)d:n:b—l—gt?’.

4. Fall t > 1:
~1 0 1 t
Fx(t) :/ f(m)dﬂz—}-/ f(:c)da:+/ f(:c)da:+/ f(z)dx = 1.
—oc0 ~1 0 1
(d) Graph. P(X > 1/2) ist die Flidche unterhalb der Dichte ab x = 1/2.

Aufgabe 5 10 Punkte
Es seien U, ¢ € N unabhéngige, auf [0, 1] uniform verteilte Zufallsvariablen.
(a) Esseien V; := 1;y,<1/4y und X :=min{7 : V; = 1}. Welche Verteilung haben die V;, welche
Verteilung hat X7

(b) Geben Sie mit Hilfe der Zufallsvariablen U; einen Monte-Carlo-Schétzer fiir fol msin(z)dx
an.

(c) Finden Sie eine Funktion g, so dass Y; := g(U;) Pareto-verteilt zum Parameter a > 1 ist,
d.h. die Verteilungsfunktion F' von Y; gegeben ist durch

1—z7* fallsx >1,
F(z) =
0 sonst.
Losungsskizze zu Aufgabe 5.

(a) Die V; nehmen die Werte 0 und 1 an, wobei gilt P(V; = 1) = P(U; < 1/4) = 1/4. Somit
sind die V; Bernoulli-verteilt mit Parameter p = 1/4. Damit ist X der Zeitpunkt des ersten
Erfolges, und also geometrisch verteilt mit Parameter p = 1/4.

(b) Da die Dichte der uniformen Verteilung auf [0, 1] gerade 1j 1) ist, gilt

1
/0 msin(x)dr = E[rsin(U7)]

Nach Definition 15.6 ist = > | h(U;) ein Monte-Carlo-Schétzer fiir E[h(U1)]. Somit ist
LS wsin(U;) der gesuchte Schitzer.

(c) Nach Satz 15.1 im Skript ist F~!(U;) eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F. Wir
miissen also g = F~! bestimmen, wobei F' nur auf [1, co[ invertierbar ist und dort Werte
zwischen 0 und 1 annimmt. Fiir y € [0,1] muss also F(g(y)) = y gelten, bzw. y = 1 —

(9(y))~%. Auflésen nach g(y) ergibt g(y) = (1 — y)_é,y € [0,1].



