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Aufgabe 1 2 x 10 = 20 Punkte

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.
Wahr Falsch

a) In einem Laplace-Raum ist jedes Ereignis gleich wahrscheinlich. O X

b) Fiir alle Ereignisse A, B aus einem Wahrscheinlichkeitsraum gilt X O
P(AuB) <P(A) +P(B).

¢) Der Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariable kann niemals O Q
negativ sein.

d) Die Varianz einer stetigen Zufallsvariable kann niemals null sein. Q O

e) Bei einer stetigen Zufallsvariable ist die Wahrscheinlichkeit, dass (%) O
sie genau einen bestimmen Wert annimmt, gleich null.

f) Fiir X ~ Ber(p) gilt E[X] = E[X?]. ® O

g) Der Maximum-Likelihood-Schétzer ist immer erwartungstreu. O Q

h) Die Varianz eines Schétzers sollte moglichst grof§ sein, um zu- O 0y

verldssige Schitzungen zu erhalten.

i) Ein Fehler 1. Art bedeutet, dass man die Nullhypothese beibehélt, O X
obwohl sie falsch ist.

j)  Ist der p-Wert grofer als das Signifikanzniveau, so wird die Null- O ®
hypothese verworfen.



Aufgabe 2 3+ 3+ 3+ 6 =15 Punkte

Angenommen, 20 Prozent der Raucher*innen und ein Prozent der Nichtraucher*innen
erkranken an Lungenkrebs. In einer Bevolkerung gibt es gleich viele Manner und Frauen,
jedoch sind 30 Prozent der Ménner und 20 Prozent der Frauen Raucher*innen. Der Ein-
fachheit halber nehmen wir an, dass jede Person in der Bevilkerung entweder méannlich
oder weiblich ist. Eine Person wurde zufillig aus der Bevolkerung ausgewéhlt.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Person raucht und weiblich ist?

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Person nicht raucht und Lungenkrebs
hat?

¢) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die ausgewéhlte Person Lungenkrebs hat?

d) Wenn die ausgewéhlte Person Lungenkrebs hat, wie grofl ist die bedingte Wahr-
scheinlichkeit, dass es sich um einen Nichtraucher (ménnlich) handelt?



Bezeichne K das Ereignis, dass eine zufillig ausgewéhlte Person Lungenkrebs hat,
R das Ereignis, dass eine zufillig ausgewéhlte Person Raucher®in ist, und M das
Ereignis, dass eine zufillig ausgewéhlte Person ménnlich ist.

a) Laut Aufgabenstellung gilt

P(Rn M¢)
P(M°)
Auflerdem gilt P(M¢) = 0.5 und damit P(Rn M¢) =0.2-0.5=0.1.

P(R | M°) = =0.2.

Punktschema: Ein Punkt fiir die richtige Formel, ein Punkt fiir das richtige Ein-
setzen der Werte und ein Punkt fiir das richtige Ergebnis.

b) Analog zu a) gilt P(Rn M) =0.3-0.5 = 0.15. Nach Aufgabenstellung folgt
P(K n R°)
]P)(R(:)

AuBerdem gilt P(R) =P(RnM)+P(RnM¢) =0.15+0.1=0.25 und P(R¢) = 0.75.
Damit ergibt sich P(K n Re) = 0.01-0.75 = 0.0075.

P(K | R°) = = 0.01.

Punktschema: Ein Punkt fiir die richtige Formel, ein Punkt fiir das richtige Ein-
setzen der Werte inklusive Berechnung der fehlenden Wahrscheinlichkeit und ein
Punkt fiir das richtige Ergebnis.

c¢) Analog zu b) gilt P(K' n R) =0.2-0.25 = 0.05. Dann folgt

P(K) =P(K nR) +P(K n R) = 0.05 +0.0075 = 0.0575.

Punktschema: Ein Punkt fiir die richtige Formel, ein Punkt fiir das richtige Ein-
setzen der Werte inklusive Berechnung der fehlenden Wahrscheinlichkeit und ein
Punkt fiir das richtige Ergebnis.

d) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit
P(MnRnK)
P(K)
Nach Teilaufgabe c) ist P(K) = 0.0575. Da ein*e Nichtraucher*in mit Wahrschein-

lichkeit 0.01 an Lungenkrebs erkrankt, unabhéngig davon, ob sie ménnlich oder
weiblich ist, gilt weiter

P(MnR°|K)=

P(M n R°n K) = P(M n R°) - P(K | R°).
Da P(M nR¢)=P(R¢|M)-P(M)=0.7-0.5=0.35, erhalten wir

P(MnR‘nK)=0.35-0.01 =0.0035.
Insgesamt ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit

P(MnRnK) 0.0035
P(K) ©0.0575
Punktschema: Ein Punkt fiir den richtigen Ansatz inklusive Bayes, vier Punkte

fiir die richtige Berechnung des Zahlers (davon ein Punkt fiir die richtige Berechnung
von P(M n R¢)), ein Punkt fiir das richtige Endergebnis.

P(MnR|K) = 0.06.




Aufgabe 3 3+2+44 3+ 5 =17 Punkte

Die Flugzeit (in Minuten) eines Wildvogels zu seinem Nestplatz wird durch eine Zufalls-
variable X mit Erwartungswert p = 45 und Standardabweichung o = 8 beschrieben. Es
wird eine Stichprobe von 64 Vigeln beobachtet.

a) Bestimmen Sie eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Flugzeit
eines einzelnen Vogels um mehr als 20 Minuten vom Erwartungswert abweicht.

b) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung des Stichproben-
mittelwertes.

¢) Bestimmen Sie unter Verwendung der Normalverteilung die Wahrscheinlichkeit, dass
der Stichprobenmittelwert zwischen 43 und 47 Minuten liegt.

d) Bestimmen Sie ein 95%-Konfidenzintervall fiir den Mittelwert der Flugzeit, wobei
nun angenommen wird, dass der Erwartungswert unbekannt ist und ein mittlerer
Flugzeitwert von i = 45 gemessen wurde.

e) Ein Vogelschutzgebiet mochte eine Ruhezone einrichten, in der die Flugzeit im
Durchschnitt hoéchstens d Minuten betrigt, sodass 90% der beobachteten Mittel-
werte der 64 Vogel darunter liegen. Berechnen Sie d.



a) Unter Verwendung der Chebyshev-Ungleichung gilt

P(IX - 45)220) < = = 2 016,
- 202 25
Punktschema: Ein Punkt fiir den richtigen Ansatz, ein Punkt fiir die richtige
Anwendung der Chebyshev-Ungleichung und ein Punkt fiir die richtige Berechnung.

b) Es gilt
= _ 8
]E[X64] =p= 45 und 064 = \/ﬁ =1

Punktschema: Ein Punkt fiir den richtigen Erwartungswert und ein Punkt fiir die
richtige Standardabweichung.

c) Da n = 64 hinreichend groB ist, ist Xg4 annihernd normalverteilt mit pg = 45
und oy = 1. Damit gilt

P(43< X <47) =P(X <47) -P(X <43)

N®(47145) _q)(43145)

=®(2) - ¢(-2)
=9(2) - (1-2(2))
~ 0.9772 - 0.0228 » 0.9544.

Punktschema: Ein Punkt fiir den richtigen Ansatz mittels Differenz, ein Punkt fiir
die richtige Standardisierung, ein Punkt fiir die Symmetrie der Verteilungsfunktion
und ein Punkt fiir das richtige Ergebnis.

d) Es gilt zp975 = 1.96. Damit ist ein 95%-Konfidenzintervall gegeben durch

_ o _ o
o= Zl—a/2%7 M+ Z1-a/2%

Punktschema: Ein Punkt fiir die richtige Intervallart/richtige Formel, ein Punkt
fiir das richtige Einsetzen inklusive dem richtigen Quantil und ein Punkt fiir das
richtige Ergebnis.

=[45-1.96-1,45+1.96-1]

Q

[43.04, 46.96].

e) Wir bestimmen d, sodass P(Xg4 < d) = 0.9. Es gilt 299 = 1.282 (t-Tabelle) und
damit

B e =1.282.
T %4,

P(Xgy < d) = @(d_“) -09 o
0%

Insgesamt

d= o+ 209064 = 45+ 1.282 = 46.282.

Punktschema: Ein Punkt fiir den richtigen Ansatz, ein Punkt fiir die Norma-
lapproximation inklusive richtiger Standardisierung, ein Punkt fiir das richtige Um-
stellen, ein Punkt fiir das Einsetzen der richtigen Werte inklusive dem richtigen
Quantil und ein Punkt fiir das richtige Ergebnis.




Aufgabe 4 3+6+4+4 2+ 4=19 Punkte

Ein Softwareunternehmen untersucht bei einem Entwicklerteam den Zusammenhang zwi-
schen téglichem Kaffeekonsum (in Tassen) und der Codequalitit (Score 0-100). Bei finf
Entwickler:innen wurden die folgenden Daten erhoben:

Entwickler Kaffee (x) Codequalitit (y)
A 0 60
B 1 65
C 2 72
D 3 5
E 1 80

Es wird angenommen, dass ein linearer Zusammenhang vorliegt.

a) Visualisieren Sie die Daten in einem Punktplot. Wirkt ein linearer Zusammenhang
plausibel?

b) Bestimmen Sie die empirische Varianz von x und die empirische Kovarianz von x
und y.

c¢) Berechnen Sie die Regressionsgerade y = ax + b.
d) Schitzen Sie die Codequalitéit bei fiinf Tassen Kaffee pro Tag.

e) Berechnen Sie den empirischen Korrelationskoeffizienten und interpretieren Sie des-
sen Wert hinsichtlich der Stédrke und Richtung des Zusammenhangs.



a)

b)

d)

Die Punkte liegen etwa auf einer aufsteigenden Linie. Daher scheint ein
linearer Zusammenhang plausibel.

Punkteschema: Zwei Punkte fiir ein richtiges Diagramm und ein Punkt fiir
die richtige Beantwortung der Frage.

Es gilt fi, =2 und f,, = 352/5 = 70.4. Damit ergibt sich

1 9 O
— T; — Uy =—_—2.
1: (zi — [iz) 5 5

1

5
_9
Oy =
=1

und
1 _ .25
Coy = 1 Z(rz = i) (yi — /~Ly) = 9 =12.5.
i=1

Punkteschema: Jeweils ein Punkt fiir die richtigen empirischen Mittelwerte,
jeweils ein Punkt fiir die richtige Formel der empirischen Varianz und der em-
pirischen Kovarianz, jeweils ein Punkt fiir die richtige Formel der empirischen
Kovarianz und das richtige Ergebnis.

Die lineare Regressionsgerade ist durch y = az + b gegeben, wobei

Coy 12,5 o
a:6—§=2—5=5 und b= ji, —aji, =70.4-5-2=60.4.

Punkteschema: Jeweils ein Punkt fiir die richtigen Formeln und jeweils ein
Punkt fiir die richtigen Ergebnisse.

Bei fiinf Tassen Kaffee pro Tag erreicht die Codequalitéit einen Wert von

y=5r+604=5-5+60.4=854.

Punkteschema: Ein Punkt fiir das richtige Einsetzen des Wertes und ein
Punkt fiir das richtige Ergebnis.

Fiir den empirischen Korrelationskoeffizienten gilt

12 633
52 = =N (g - iy)? = — = 63.3

und damit _

Cay 12.5
0,0, 1.581-7.596
Der empirische Korrelationskoeffizient zeigt einen sehr starken, positiven
Zusammenhang zwischen dem Kaffeekonsum und der Codequalitét.

~ 0.9937.

Fay =

Punkteschema: Ein Punkt fiir die richtige empirische Varianz, ein Punkt
fiir die richtige Formel des empirischen Korrelationskoeffizienten, ein Punkt
fiir das richtige Ergebnis und ein Punkt fiir die richtige Interpretation.




Aufgabe 5 2+ 3+24 3+ 5 =15 Punkte

Ein Softwareunternechmen mochte iiberpriifen, ob die neue Version ihres Algorithmus im
Durchschnitt schneller ist, als die alte Version. Fiir die alte Version ist bekannt, dass die
durchschnittliche Laufzeit zehn Sekunden betréigt. Es werden zwolf Messungen mit der
neuen Version durchgefiihrt, die folgende Laufzeiten (in Sekunden) ergeben:

91 87 95 93 89 98 90 86 92 88 94 91

Hinweis: Es gilt: 9,1+8,7+---+9,1=109,4 und 9,12+ 8,72 +---+ 9,12 =998, 7.
Die Analyse soll auf dem Signifikanzniveau « = 0,05 durchgefiihrt werden.

a) Berechnen Sie den empirischen Mittelwert und die empirische Standardabweichung
der Laufzeiten.

b) Welcher statistische Test ist geeignet, um zu iiberpriifen, ob die neue Version im
Durchschnitt schneller ist, als die alte Version? Nennen Sie die Vorraussetzungen,
die fiir die Anwendung dieses Tests erfiillt sein miissen.

¢) Formulieren Sie die Null- und Alternativhypothese fiir den Test, den Sie in Teilauf-
gabe b) vorgeschlagen haben.

d) Berechnen Sie den Wert der Teststatistik der Stichprobe.

e) Entscheiden Sie, ob die Nullhypothese verworfen werden kann. Interpretieren Sie das
Ergebnis im Kontext des Problems.



a)

b)

d)

Der empirische Mittelwert ist

132 1094
o= — 3, = ~ 9.1167.
M2 =19 Z;x 12

Die empirische Standardabweichung ist

1 (& 1 109.42
712 = \| = 2_12—2=_(._ )4
1 \ 11(2:5 /1,12) \/11 998.7- — 0.3486

Punkteschema: Ein Punkt fiir den richtigen Stichprobenmittelwert, und ein
Punkt fiir die richtige empirische Standardabweichung.

Ein geeigneter Test ist der einseitige t-Test fiir eine Stichprobe. Hierzu miissen
die Daten Realisierungen von unabhéngig, identisch verteilten Zufallsvariablen
sein, die anndhrend normalverteilt sind.

Punkteschema: Ein Punkt fiir die Wahl des richtigen Tests und zwei Punkte
fiir die richtigen Voraussetzungen.

Das Testproblem lautet

Hy:p>10 gegen Hy < 10.

Punkteschema: Zwei Punkte fiir die richtige Formulierung.

Fiir den Wert der Teststatistik gilt

fira - 10 9.1167 - 10
t=VI2E2 = = /12— = _R.7775.
G12 0.3486

Punkteschema: Ein Punkt fiir die richtige Formel, ein Punkt fiir das richtige
Einsetzen und ein Punkt fiir das richtige Ergebnis.

Der kritische Wert der Freiheitsgrade ist f = 11. Aus der angehéngten Tabelle
ergibt sich #1995 = 1.796 und somit ¢,_1, = —1.796. Da ¢t < -1.796, wird die
Nullhypothese verworfen. Mit einem 5%-Signifikanzniveau gibt es geniigend
statistische Evidenz, dass die neue Version des Algorithmus signifikant
schneller ist als die alte Version.

Punkteschema: Ein Punkt fiir den richtigen Freiheitsgrad, zwei Punkte fiir
den richtigen Vergleichswert, ein Punkt fiir die richtige Testentscheidung, ein
Punkt fiir eine richtige Interpretation.




Aufgabe 6 4+ 243+ 3+ 2= 14 Punkte

In einer Universitéit steht ein Getrdnkeautomat mit drei moglichen Getranken: Kaffee,
Kakao und Mangoshake (neu eingefithrt vom tropikaffinen Institutsleiter). Im Rahmen
eines Studierendenprojekte wird das Trinkverhalten einer grofien Anzahl an Personen
iiber mehrere Tage beobachtet. Dabei zeigt sich folgendes Muster:

e Wer heute Kaffee trinkt, entscheidet sich am néchsten Tag mit 70% Wahrscheinlich-
keit fiir Kakao, mit 10% fiir Mangoshake und mit 20% wieder fiir Kaffee.

e Wer heute Kakao trinkt, wiahlt am néichsten Tag zu 60% erneut Kakao, zu 30%
Mangoshake und zu 10% Kaffee.

e Wer heute Mangoshake trinkt, entscheidet sich am néchsten Tag mit 30% fiir Kaffee,
mit 20% fiir Kakao und mit 50% wieder fiir einen Mangoshake.

Es wird angenommen, dass sich dieses Trinkverhalten durch eine Markov-Kette model-
lieren lasst.

a) Geben Sie die Ubergangsmatrix P der Markov-Kette an und stellen Sie ihren Ubergangsgraphen

dar.

b) Ist die Markov-Kette irreduzibel? Ist sie aperiodisch? Begriinden Sie Thre Entschei-
dung.

c¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person in genau zwei Tagen von
Kaffee auf Mangoshake wechselt.

d) Zeigen Sie, dass 77 = (TKaffee, TKakaos TMango) = %(14,37, 25) eine invariante Vertei-
lung der Markov-Kette ist. Ist diese eindeutig?

e) Wie groB ist der langfristige Anteil der Personen, die Mangoshake trinken?

11



a) Die Ubergangsmatrix ist gegeben durch

0.2 0.7 0.1
P=101 06 03
0.3 0.2 0.5

Die Markov-Kette lisst sich durch folgenden Ubergangsgraphen darstellen:

0.5

Punkteschema: Zwei Punkte fiir die richtige Ubergangsmatrix und zwei
Punkte fiir den richtigen Ubergangsgraphen.

b) Die Markov-Kette ist offensichtlich irreduzibel, da jeder Zustand in endlich
vielen Schritten von jedem anderen Zustand erreichbar ist. Da alle Zusténde
Periode eins haben, ist die Markov-Kette aperiodisch.

Punkteschema: Jeweils ein Punkt fiir eine richtige Antwort inklusive richtiger
Begriindung.

c) Es gilt

P2 =0.2-0.1+0.1-0.5+0.7-0.3=7/25=0.28.

affee, Mango

Punkteschema: Ein Punkt fiir den richtigen Ansatz, ein Punkt fiir die rich-
tigen Pfade und ein Punkt fiir das richtige Ergebnis.

d) Wir betrachten das Gleichungssystem (P —I)7m =0, my +my + 75 = 1, d.h.

_0.871'1 + 0.17T2 + 0377',3 = 0,
0.7m1 — 0.4, + 027!'3 = O,
0.171'1 + 0.371’2 - 057('3 = O,

7T1+7T2+7T3=1.

Einsetzen liefert, dass die gegebene Verteilung tatséchlich invariant ist. Da
die Markov-Kette irreduzibel und aperiodisch ist, ist die invariante Verteilung
eindeutig.

Punkteschema: Ein Punkt fiir das richtige Gleichungssystem, ein Punkt fiir
die Substitution der richtigen Werte und ein Punkt fiir die Eindeutigkeit.

e) Dank des Ergodensatzes und nach Teilaufgabe d) trinken ca. 32.9% der Per-
sonen langfristig Mangoshake.

Punkteschema: Ein Punkt fiir das richtige Ergebnis und ein Punkt fiir die
Begriindung.




