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Matrikelnummer: Name:

Aufgabe 1: Menge (8 Punkte)

(*) Beweise: VA,B. (AWQ)U (QWB) =AWB
Es darf vorausgesetzt werden, dass fiir alle Mengen M gilt
(1) @=OxM=M x@und
2 M=0UM=MUQ.
Hinweis: Begriinde jeden Schritt deiner schrittweisen Losung.
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Matrikelnummer: Name:

Aufgabe 2: Bijektion (15 Punkte)

(**) Beweise: Fuir alle Bijektionen f : A—Bund g: C— D
existiert eine Bijektion h: A x C— B x D.
Beweise also, dass folgende Formel gilt:

Vf:A—B,g:C—D.
(bijektiv(f) A bijektiv(g)) = (3h: A x C— B x D . bijektiv(h))

Hinweis: Falls Proposition 1.3.8 vewendet wird, geniigt es in dieser Aufgabe eine der beiden
Bedingungen zu beweisen.

3/10



Matrikelnummer: Name:

Aufgabe 3: Relation und Quotient (27 Punkte)

a. (16 Punkte) (*)
Seien Rq, Ry C Z x Z definiert durch

Ri2{(xy) | x+2=y}
Ry £ t(s(r(Ry)))

i) Visualisiere: R1 N ([0, 5] x [0, 5]).

ii) Visualisiere: R, N ([0, 5] x [0, 5]).
iii) Gib an: Eine elementweise Darstellung der Aquivalenzklassen des Quotienten Z/R,.
iv) Gib an: Ein Reprasentantensystem S zu Z/R;.

v) (***) Gib an: Eine maximale Menge B, so dass es keine totale Abbildung f : Z — B mit
Z/Ker(f) = Z/R; gibt.

b. (11 Punkte) (***)
Seien f,g,i,s : Z — Z beliebig mit surjektiv(s), injektiv(i) undio fos =io gos.
Beweise: R={ (x,y) €Z X Z | f(x)=g(y) } ist eine Aquivalenzrelation.
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Matrikelnummer: Name:

Aufgabe 4: Struktur und Auswertung (35 Punkte)

Wir definieren zwei totale Abbildungen, die ein nichtleeres Wort tiber { 0, 1 } in das erste
Zeichen (den head) und den Rest (den tail) zerlegen kénnen.

head: {0, 1 }*"\{A }—{0, 1} (x1,...,%n) — X1
tail: {0, 1 }*\{A}—{0, 1}" (X1, .0, Xn) — (X2,...,Xn)
Die Signatur ¥ mit >-Algebra A ist wie folgt definiert.
2 A
data Adgata 2 {0, 1}
coll Acoll = { 0, 1 }*
test Atest =N
nil : ( coll ) nily : Aol
nily £ A
zero : ( data) zero, : Adata
zeroy 20
one: ( data ) oneq : Adata
oney 21
cnt: ( data, coll, test ) cntyg : Adata X Acoll — Atest
0 ,Yy=A
(x, y)— < l+ents(x, tail(y)) , y # A head(y) =
cnta(x, tail(y)) , sonst
make : ( data, coll ) makeq : Adata — Acoll
XX
conc: ( coll, coll, coll) concy : Acoll X Acoll = Acoll
(x, y)—x-y
add : ( coll, coll, coll ) addy : Acoll X Acoll — Acoll
x-y Ae{xy}
(%, y)— O-addA(ta%l( x), tail(y)) , Py
1-addy (tail(x), tail(y)) , Py
0-addy(addy(tail(x), tail(y)),1) , P>

mit PO Aé{x, y}A(head(x)+head(y) = 0)
221 ¢ {x, vy} A (head(x) + head(y) = 1)
Pz 2 A ¢ {x y}A(head(x) +head(y) = 2)
e cnty(x,y) ist die Anzahl der Vorkommen des Symbols x in dem Wort y.
e addy(x,y) ist die Addition der beiden Bindrworte x und y. Das hochstwertige Bit steht
ganz rechts, daher wird links mit der Addition angefangen.
Beispiel: add 4(1010,1101) = 00001
Das Variablensystem X und die Variablenbelegung « sind wie folgt definiert.

X £ (XS)se{ data, coll, test } v:X—A
Xdata = {d } a2 (s X — As)se{ data, coll, test }
Xeol = {c1, 2} tgata = { (d, 1) } € Xgata X Adata
Xeest = { t } ol = { (1, 010 ), (2, 1101) } C Xeon X Acol

Ktest = { ( t, 17 ) } C Xtest X Atest
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Matrikelnummer: Name:

a. (5 Punkte) (*)
Gib die Menge von Grundtermen zur Sorte coll explizit an.
Hinweis: Die allgemeine Definition aus der Formelsammlung ist nicht gefragt.

Ty, coll =

b. (7 Punkte) (*)
Berechne: xevali‘gﬁ(add(conc(make(d),cl),cz))
Hinweis: Gib mindestens drei bedeutsame Schritte an.

c. (7 Punkte) (*)
Giban: B: X — A, so dass xeval?’}

coll

(add(conc(make(d),c1),c2)) = 011110.
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Matrikelnummer: Name:

d. (10 Punkte) (*)
Gib an: zu jedem Grundterm f jeweils einen weiteren Grundterm #, so dass die Anzahl

an Operatornamen in ' minimal ist und A =t =t/ gilt.

Beispiel:

conc(nil, nil)

= nil
Aufgabe:

add (make(zero), make(zero))

add (make(one), conc(nil, make(zero)))

add (conc(make(zero), make(zero)), make(one))

add(conc(make(one), make(zero)), conc(make(zero), make(one)))

e. (6 Punkte) (***)
Gib an: Eine minimale Untersignatur ¥’ von ¥, so dass surjektiv(evalig') gilt.
Minimal bedeutet hier, dass fiir jede echte Untersignatur " von X’ die Aussage
surjektiv(evali¥”) nicht gilt.
Hinweis: Uberlege gegebenenfalls zuniichst fiir die Triigermengenelemente 0, 1 und 2 durch
welche Grundterme sie erzeugt werden konnen.
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Matrikelnummer: Name:

Aufgabe 5: Strukturelle Induktion (15 Punkte)
(**) Gegeben sei folgende Signatur ¥ mit >-Algebra A.
by | A
input Ainput £N
output Aoutput = N
zero : (input ) zeros : Ainput
zeroy £ 0
succ: (input, input ) succy : Ainput = Ainput
x—x+1
make : (input, output ) | makes : Ajnpur — Aoutput
XX
fak : ( output, output ) faka @ Aoutput — Aoutput
xxfakg(x—1) , x>1
X —
, sonst

Beweise:

Vs € { input, output } .Vt € Ty . t € Tx input = P(f)
mit

P(t) & evalfutput(fak(make(t))) >1

Hinweis: Das verwendete Induktionsschema muss in dieser Aufgabe nur angegeben werden, falls es
sich nicht aus der restlichen Losung eindeutig ergibt.
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Teilaufgabe __ :
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