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Matrikelnummer: Name:

Aufgabe 1: Menge (15 Punkte)

a. (8 Punkte) (**)
Kreuze genau die richtigen Aussagen an.
Achtung: Für falsch gesetzte Kreuze erhältst du Punktabzüge.
� ∀A, B, C . (A \ B) ∩ C = ((A ∪ (B ∪ C)) \ B) ∩ (A ∩ C)
� N = { x ∈N | x > 10⇒ x > 5 }
� # ({ A | A ⊆N }) 6= ∞

b. (3 Punkte) (*)
Fülle die Lücke mit einem möglichst einfachen Ausdruck, so dass die Aussage gilt.

∀A, B . ⇔ (A \ B = B \ A)

c. (4 Punkte) (*)
Gib explizit an: P ({ 0 } × { a, b })
Achtung: Für Zwischenschritte gibt es keine Punkte.
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Aufgabe 2: Abbildung (17 Punkte)

a. (4 Punkte) (*)
Gib explizit an: f1 : N⇀N mit f1 ist injektiv, surjektiv und nicht total.

b. (5 Punkte) (*)
Beweise: f1 ist surjektiv.

c. (8 Punkte) (**)
Sei A = { a, b, c } ein beliebiges Alphabet.
Gib explizit an: eine Bijektion f2 : { a312 ∗ n | n ∈N+ }→N.
Gib explizit an: eine Bijektion f2 : N→{ a312 ∗ n | n ∈N+ }.
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Aufgabe 3: Relation und Quotient (30 Punkte)

a. Sei f3 , { ( 0, 0 ), ( 1, 2 ), ( 2, 1 ), ( 3, 2 ), ( 4, 0 ) } : [[[0, 4]]]→ [[[0, 2]]].
und sei R1 , { ( x, y ) ∈ [[[0, 4]]]× [[[0, 4]]] | f3(x) ≤ f3(y) }.

i) (2 Punkte) (*)
Visualisiere f3.

[[[0, 4]]] f3 [[[0, 2]]]
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ii) (8 Punkte) (**)
Visualisiere R1.
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iii) (5 Punkte) (**)
Visualisiere eine kleinste Relation R2 mit R1 = t(r(R2)).
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iv) (3 Punkte) (*)
Kreuze genau die richtigen Aussagen an.
Achtung: Für falsch gesetzte Kreuze erhältst du Punktabzüge.

R1 ist:
� homogen
� reflexiv
� irreflexiv
� symmetrisch
� antisymmetrisch
� transitiv

b. (6 Punkte) (*)
Sei R3 , t(r({ ( 0, 3 ), ( 3, 2 ), ( 2, 1 ) })) : [[[0, 3]]]× [[[0, 3]]].
Sortiere die Worte 3210, 3201, 320132 und 320123.

�R3 �R3 �R3

�S
R3

�S
R3

�S
R3

c. (6 Punkte) (**)
Kreuze genau die richtigen Aussagen an.
Achtung: Für falsch gesetzte Kreuze erhältst du Punktabzüge.
� Wenn R : A× A eine Äquivalenz ist,

dann gibt es ein f : A→ B mit Ker( f ) = R.
� Sei nat : N→N/R mit x 7→ [ x ]R die natürliche Abbildung.

Wenn nat injektiv ist, dann ist R = ∆N.
� Wenn f1, f2 : A→ B totale Abbildungen sind mit f1(A) ⊆ f2(A),

dann ist Ker( f1) ⊆ Ker( f2).
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Aufgabe 4: Struktur und Auswertung (26 Punkte)

Betrachte die Signatur ΣMatrix mit den ΣMatrix-Algebren Mat1 und Mat2.
Das Variablensystem X und die Variablenbelegung α sind wie folgt definiert.

X , (Xs)s∈{ nat, matrix }

Xnat , { n1, n2, n3 }
Xmatrix , { m1, m2 }

α : X→Mat1

α , (αs : Xs→Mat1s)s∈{ nat, matrix }

αnat , { ( n1, 6 ), ( n2, 4 ), ( n3, 17 ) }

αmatrix , { ( m1,
(

1 2
3 4

)
), ( m2,

(
4 3
2 1

)
) }

a. (3 Punkte) (*)
Kreuze genau die richtigen Aussagen an.
Achtung: Für falsch gesetzte Kreuze erhältst du Punktabzüge.

Für alle Signaturen Σ = (S, O, ar) gilt:
Wenn es keine Grundterme zur Sorte s ∈ S gibt,
dann gibt es keine Operatornamen zur Sorte s (also Os = ∅).
� Wahr
� Falsch

b. (4 Punkte) (*)
Gib explizit an: die Menge von Grundtermen zur Sorte matrix.
Hinweis: Gib TΣMatrix,nat nicht an.

TΣMatrix,matrix =

c. (5 Punkte) (*)
Berechne: xevalα,Mat1

matrix (add(unit,make(succ(succ(z)), z, n1, plus(z, succ(n2)))))
Hinweis: Gib mindestens drei bedeutsame Schritte an.
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d. (4 Punkte) (*)
Gib an: β : X→Mat1 und t ∈ TΣMatrix,nat, so dass

xevalβ,Mat1
matrix (add(add(m2, m1),make(n1, n2, n3, t))) =

(
12 13
17 4

)
.

e. (4 Punkte) (***)
Gib an: Eine Untersignatur ΣU

Matrix von ΣMatrix, so dass

• eval
Mat1�ΣU

Matrix
matrix surjektiv ist und

• die Anzahl an Operatornamen von ΣU
Matrix minimal ist.

Nenne dafür nur die aus ΣMatrix entfernten Sorten und Operatornamen.
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f. (6 Punkte) (**)
Das Variablensystem Y ist wie folgt definiert.

Y , (Ys)s∈{ nat, matrix }

Ynat , { n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7, n8 }
Ymatrix , ∅

Vervollständige die rechte Seite, so dass die Algebra Mat2 die Gleichungen erfüllt.
Verwende dazu auf der rechten Seite nur die Operatornamen z, succ und make sowie
Variablen; in den letzten beiden Gleichungen dürfen zusätzlich e und plus verwendet
werden.
Achtung: Bei dieser Teilaufgabe geht es um Mat2; nicht um Mat1.

e =

unit =

zero =

plus(z, n1) =

plus(succ(n1), n2) =

succ( )

add(make(n1, n2, n3, n4),make(n5, n6, n7, n8)) =
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M
atrikelnum
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er:

N
am

e:

ΣMatrix Mat1 Mat2

nat Mat1nat , N Mat2nat , N

matrix Mat1matrix , N2×2 Mat2matrix , N

z : ( nat ) zMat1 : Mat1nat zMat2 : Mat2nat
zMat1 , 0 zMat2 , 0

e : ( nat ) eMat1 : N eMat2 : N

eMat1 , 1 eMat2 , 1
zero : ( matrix ) zeroMat1 : Mat1matrix zeroMat2 : Mat2matrix

zeroMat1 ,
(

0 0
0 0

)
zeroMat2 , 0

unit : ( matrix ) unitMat1 : Mat1matrix unitMat2 : Mat2matrix

unitMat1 ,
(

1 0
0 1

)
unitMat2 , 2

succ : ( nat, nat ) succMat1 : Mat1nat→Mat1nat succMat2 : Mat2nat→Mat2nat
n 7→ n + 1 n 7→ n + 1

plus : ( nat, nat, nat ) plusMat1
: Mat1nat ×Mat1nat→Mat1nat plusMat2

: Mat2nat ×Mat2nat→Mat2nat
( n, m ) 7→ n + m ( n, m ) 7→ n + m

make : ( nat, nat, nat, nat, matrix ) makeMat1 : N×N×N×N→N2×2 makeMat2 : N×N×N×N→N

( n1, n2, n3, n4 ) 7→
(

n1 n2
n3 n4

)
( n1, n2, n3, n4 ) 7→ n1 + n2 + n3 + n4

add : ( matrix, matrix, matrix ) addMat1 : N2×2 ×N2×2→N2×2 addMat2 : N×N→N((
n1 n2
n3 n4

)
,
(

m1 m2
m3 m4

))
7→
(

n1 + m1 n2 + m2
n3 + m3 n4 + m4

)
( n1, n2 ) 7→ n1 + n2
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Aufgabe 5: Induktion (12 Punkte)

(**) Seien f , g : N+→N wie folgt definiert:

f (x) ,

{
1 , x = 1
2 ∗ f (x− 1) + 1 , x > 1

g(x) , 2x − 1

Beweise: mittels Induktion f = g.
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Auf dieser Seite löse ich einen Teil der Aufgabe :
Teilaufgabe :
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