TheGI 2 im SS 1995: Klausur am 5. Juli 1995

Thr sollt in dieser Klausur hiufig Dinge selbst definieren: Mengen, Relationen, Abbildungen, Ord-
nungen, Algebren, Homomorphismen. Wie Ihr das tut, bleibt Euch iiberlassen, solange Ihr einen
eindeutigen Weg findet. Fiir Abbildungen habt Ihr beispielsweise die Moglichkeit, die Menge von
Paaren anzugeben, aus denen die Abbildung als spezielle Relation besteht. Thr kénnt die Abbildung
als Relation geeignet visualisieren, so, wie wir es in der Veranstaltung mit Relationen eingefiihrt
haben. Thr kdnnt auch in Termschreibweise fiir eine Abbildung f angeben, welchen Wert f(z)
fiir alle z des Definitionsbereichs sie liefert. Dabel mufl man des Héufigeren Fallunterscheidungen
machen, wie Ihr es bei vielen Definitionen von Abbildungen in Algebren oder zur Definition von
Homomorphismen im Skript, auf den Ergénzungsblittern und in den Ubungsaufgaben gesehen
habt.

Aussagen und Mengen

o Aufgabe 1.1 (1 Punkt)
Berechnet: P({1}) x {a, b}

e Aufgabe 1.2 (1 Punkt)
Sei B eine beliebige Menge. Fiir welche in Abhéngigkeit von B zu definierende Menge A gilt
in jedem Fall:
AUuB=ANBEB
e Aufgabe 1.3 (2 Punkte)

Zeigt mit einem vollstindigen formalen Beweis die Giiltigkeit der folgenden Aussage fiir alle
Mengen A, B:
ACB = ANB=A4

Relationen

Gebt Euch beliebige Mengen A, B und C und zwei Relationen B; C A x B und Ry C B x C s0
vor, dafl gilt:

¢ Aufgabe 2.1 (1 Punkt)

Die Relation R; ist linkstotal und linkseindeutig aber weder rechtstotal noch rechtseiﬁdeutig.

¢ Aufgabe 2.2 (1 Punkt)
Die Relation R, ist linkstotal und rechtseindeutig aber weder rechtstotal noch linkseindeutig.

¢ Aufgabe 2.3 (2 Punkte)

Berechnet die Relation R, o R;. Welche der Eigenschaften linkstotal, rechtstotal, linksein-
deutig, rechtseindeutig treffen auf Ry o Ry zu?



Abbildungen

o Aufgabe 3.1 (1 Punkt)
Definiert eine Abbildung f:N-oN,de injektiv aber nicht surjektiv ist.

o Aufgabe 3.2 (1 Punkt)
Definiert eine Abbildung g : N — N, die surjektiv aber nicht injektiv ist.

o Aufgabe 3.3 (1 Punkt)

Gebt die Komposition fog: N — N an, als Menge von Paaren, als graphische Visualisierung

oder als Beschreibung mit Termen (siehe Einleitung).

o Aufgabe 3.4 (1 Punkt)
Gebt die Komposition g © f:N—=Nan (s. 0.)-

Ordnungen
o Aufgabe 4.1 (1 Punkt)
Definiert eine partielle Ordnung R auf der Menge {@,0,8} .
o Aufgabe 4.2 (3 Punkte)

Gebt drei verschiedene Moglichkeiten an, die partielle Ordnung R zu einer parti
auf der Menge {9,9,9, @} zu erweitern. Das heifit: gebt

Ri,Rs,Rs C {6,0,8,0} ¥ {®,0,0,0}

so an, daf:

1. Ri,R2, Rs partielle Ordnungen sind,
2. Rg Ry, Rg_Rz unng_Rg,
3. Rl # Rz, R1 75 R3 und Rz # Rg‘

ellen Ordnung




Aquivalenzrelationen, Datenstrukturen und Terme

Gegeben sei folgende Signatur:

SIG: sorts: s,t
opns: a,b,c:—s
p:—=t
fg:s—>t
und die darauf aufbauende Spezifikation:

SPEC: SIG +

vars: r:s
eqns: f(z) = g(z)

e Aufgabe 5.1 (2 Punkte)
Gebt fiir jede Sorte der Signatur SIG die Menge von Grundtermen an.

¢ Aufgabe 5.2 (2 Punkte)
Gebt fiir jede Sorte der Spezifikation SPEC die Menge aller Terme iiber der Spezifikation
SPEC an. Die Mengen von Variablensymbolen sind dabei X; = {z} und X, = 0.

e Aufgabe 6.1 (2 Punkte)

Gebt auf den Mengen von Grundtermen zu jeder Sorte zwei Relationen an:

Rs g TSIG,s X TSIG,s (1)
Ry C Tsig,e X Tsic,e (2)
Dabei sollen zwei Terme zu einer Sorte genau dann in Relation stehen, wenn sie mit Hilfe

von Termersetzung in einander idberfiihrt werden kénnen. Das Termersetzungssystem hat
dabei die aus der Gleichung abgeleiteten Regeln

L-R: f(z) = g(x)
R-L: g(z) = f(x)

Achtet genau auf die Definition von =!

Gebt die Relationen jeweils als Mengen von Paaren an.

e Aufgabe 6.2 (2 Punkte)

Warum sind R, und R; Aquivalenzrelationen? Begriindet beide Antworten anhand der oben
formulierten Definition der Relationen.

e Aufgabe 7 (4 Punkte)
Gebt zwei Algebren A und B zur Signatur SIG an. In A soll die Gleichung in SPEC gelten,
in B nicht. Bedenkt bei Eurer Wahl, daB Thr in der néchsten Aufgabe die (Nicht-) Existenz
von Homomorphismen zwischen A und B untersuchen sollt. Wahlt die Algebren deshalb
moglichst einfach und tibersichtlich!



Homomorphismen

Aufgabe 8 (4 Punkte)

Uberlegt Euch, ob es zwischen den von Euch gewihlten Algebren A und B Homomorphismen
hi: A -+ Boder hy: B — A gibt. Beweist eine Eurer Antworten formal. Thr kénnt also entweder
nachweisen, daB in einer Richtung ein Homomorphismus existiert oder, daf er nicht existiert.

Falls Thr nachweisen wollt, dafl kein Homomorphismus existiert, kénnt Thr Euch auf die Argu-
mentation des entsprechenden Ergénzungsblatts stiitzen. Wollt Ihr hingegen die Existenz eines
Homomorphismusses nachweisen, so miifit Thr zunichst einen Homomorphismus, also fiir jede Sorte
eine Abbildung definieren und dann seine Eigenschaften einzeln nachweisen.

Es reicht in jedem Fall ein Beweis. Entweder eine Nichtexistenz oder eine Existenz nachweisen!

Gleichungen

Aufgabe 9 (4 Punkte)

Betrachtet die folgende Spezifikation der natiirlichen Zahlen:

NAT-ADD-MULT: sorts: Nat

opns: z:— Nat
s:Nat — Nat
add, mult : Nat, Nat = Nat

vars: ni,n2: Nat

eqns: 1: add(z,n) =m
2: add(s(n1),n2) = s(add(n1,n2))
3: mult(z,n1) =z
4: mult(s(ny),ns) = add(mult(ny, n2),n2)

Beweist durch Termersetzung tiber den Gleichungen 1 bis 4:
mult(s(s(2)), 5(s(2))) = s(s(s(s(2))))

Dabei unterstreicht bitte jeweils den Teilterm, auf den Ihr eine Gleichung zur Termersetzung
anwendet und gebt jeweils die Nummer der benutzten Gleichung an!

Termalgebren
e Aufgabe 10.1 (3 Punkte)
Definiert vollstindig die Termalgebra Tsrg zu der auf Seite 3 angegebenen Signatur SIG.

e Aufgabe 10.2 (1 Punkt)
Erfiillt Tsy¢ die Gleichung in SPEC?





