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TheGI 2: Musterl6sung der Klausur vom 5. Juli 1995

Aussagen und Mengen

Aufgabe 1.1

P({1}) x {a, b}
{0,{1}} x {a, b}
{(z,9)e € {0, {1}} Ay € {a,b}}
{(0,4),(0,5), ({1},0), ({1},)}

Aufgabe 1.2

A = B, denn es gilt immer: BUB=BNB =R~

Aufgabe 1.3

Zu zeigen ist: ACB=ANB=A

Annahme: A C B Das ist aquivalent zu der Aussage:

tEA=zcB (1)

Zu zeigen: AN B = A Gleichheit von Mengen zeigt man durch gegenseitige Inklusion:

1.

ANBCA
<= [t€(ANB)=zc A
<= [(z€AAz€B)=>zecA

Das gilt offensichtlich!

ACANB
<«— [z€eA=ze(ANB)]
< [zteA=(ze ANz c B)]

Das folgt unmittelbar aus der Annahme, Gleichung 1 oben.

Relationen
Aufgabe 2.1

A={1,2}
B ={a,b,c,d}
Ry = {(1>a)! (1’ b)a (2,0)}

R ist:
e linkstotal, weil fiir alle Elemente 2 € A ein Paar (z,y) € R; existiert;
e linkseindeutig, weil es kein Element y € B gibt mit (1,y) € R; und (2,y) € Ry;

e nicht rechtstotal, weil fiir d € B kein Element z € A existiert mit (z, d) € Ry;
¢ nicht rechtseindeutig, weil (1,a) € Ry und (1,5) € Ry, aber a # b!



Aufgabe 2.2

C= {.)’}
Ry = {(aa.)7 (b’.)’ (C’.)) (d’.)}

Aufgabe 2.3

Ryo Ry = {(1,W),(2,m)}

Rs o Ry ist linkstotal, nicht rechtstotal, nicht linkseindeutig und rechtseindeutig.

Abbildungen
Aufgabe 3.1

f NoNz—z+1

Aufgabe 3.2

0;2=0
z—1;2#0

g :N—+N;x»—>{
Aufgabe 3.3
fog:NoNam foole)=fla@) =1 , 22

‘ ' z;z#0
Aufgabe 3.4

gof NNz gof(z) =g(f(2) =g(e+1) ==

Ordnungen
Aufgabe 4.1

R= {(@’69)) (65 @), (®>®)v (69)@)’ (63)@)}

Aufgabe 4.2

Ri=RU{(0,0)}

Ry =R U{(6,0),(®,2)}
Rs=Ri1U{(2,9),(2,®),(2,9)}

Aquivalenzrelationen, Datenstrukturen und Terme
Aufgabe 8.1

TSIG,s = {a, b, c}
Tsic: = {p, f(a), f(b), £(c), 9(a), 9(b), 9(c)}



Aufgabe 8.2

TSIG,s({m}) = {a, b, e, SL‘} = TSIG,s U {IL’}
Tsre({z}) = Tsra, U {f(z), 9(x)}

Aufgabe 5.1

1. Rs Q TSIG,s X TSIG’,:;
R, = {(a,a), (b,d), (c,c)}, denn das Termersetzungssystem kann keinen der Terme a, b oder
¢ in einen anderen iiberfithren.

2. R CTs16t x Tsrapt
Ri = {(z, z)|z € Ts1q,:U
{(£(@),9(@)), (9(a), (@), (F(8), 9(8)), (9(8), £5)), (£(6), 9(), (9(¢), F(D)}

Aufgabe 5.2
R, bzw. R; ist

e reflexiv, da jeder Term ¢ in 0 Schritten zu sich selbst iiberfithrt werden kann, also ¢ = ¢
und daher (¢,t) € R; baw. Ry;

¢ symmetrisch, da das Termersetzungssystem symmetrisch ist (fiir jede L-R-Regel gibt es
die entsprechende R-L-Regel, die jede Regelanwendung riickgingig machen kann). Kann
also ¢ in t/ tiberfiihrt werden, so mit den selben Regeln in umgekehrter Richtung auch ¢’ in
t. Daher wann immer (¢,t') € R, bzw. R;, dann auch das Paar (¥',1);

e transitiv, da sich Termersetzungsketten aneinanderfiigen lassen: falls ¢; = t5 und falls
ty = t3, dann auch #; = t3. Also folgt aus {(t1,12), (t2,%3)} C R, bzw. R; auch (t1,13) € R,
bzw. R;.

Aufgabe 6

A, =N

At:N

as =0 pa = 4711

ba=1 fa:N—N;jz— 2

ca =17 ga:N—-N;z—2z+10

In A gilt die Gleichung nicht, denn fiir ass(A); : {z} — A, = N;z — 10 gilt:

eass(ass)(A)s (f(z))
fa(ass(z))

fa(10)

100

20

94(10)

galass(z))
eass{ass){A};s (g(z))
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Da der Wertebereich von eass(ass)(B): : Tsra:({z}) — Bt = {*} nur ein Element enthalt, muf
jede Gleichung in B zur Sorte ¢ gelten.

Homomorphismen
Aufgabe 7
Grundtermtabelle zur Sorte s:
A | B
al0 *
b |1 *
c | 17 | %

Grundtermtabelle zur Sorte ¢:

A B
p | 4711 | *
fla) |0 *
fd) |1 *
fle) | 289 | %
gla) | 10 *
gb) | 11 *
gle) | 27 *

1.

Es existiert kein Homomorphismus ks : B —+ A, denn dann miifte z. B. fiir alle Grundterme
k der Sorte s gelten:

has(eval(B), (k) = eval(A), (k)

Also fiir k = a:
has(eval(B)s(a)) = eval(4)s(a)
= has(ag) = aa
= hos(¥*) = 0
Jedoch fiir ¢ = b auch:
has(eval(B), (b)) = eval(A);s(b)
Ry hg,s(bB) = by
<~ hg‘s(*) = 1

Also kann hg , nicht rechtseindeutig definiert werden.

. Es existiert ein Homomorphismus h; : A — B definiert durch:

his:As = Bs,also by ; N = {x};n > x
hit: Ay — By, also by : N = {x};n— *
Zu zeigen sind die folgenden Gleichungen:

hys(aa) = ap
hi,s(ba) = bp
his(ca) = ¢pB
hit(pa) = pp
hig(fa(z)) = fe(his(z))
hit(ga(z)) = gp(h1,s(2))

Jede der obigen Gleichungen ist gem&8 der gewihlten Definitionen Aquivalent zu der Glei-
chung * = *, also erfiillt.



Gleichungen

Aufgabe 9

mult(s(s(z)), s(s(z
add(mult(s(z), s(s
add(add(mult(z, s
add(add(z, s(s(z))
add{s(s(z)), s(s(z
s(add(s(z),s(s(z
s(s(add(z, s(s(2)
S(s(5(5())
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Termalgebren

Aufgabe 10.1

SIG ITs1c

S TSIG,S = {a,b,c}

4 TSIG,L = {P, f(a),f(b),f(c),g(a),g(b),g(c)}
a:—s | argg =0

b:—s bre,e = b

c.—> S CTsr =cC

pr—t PTsic =P

fis—t fTSIG(x):f(‘T)

g:s—t gTSIG(m) = g(m)

Aufgabe 10.2

NEIN: da verschiedene Terme in der Termalgebra zu verschiedenen Elementen ausgewertet wer-
den, gilt in der Termalgerba keine nicht triviale Gleichung. Oder formal: Sel zum Beispiel
ass(Tsrg)s : {z} — {a,b,c}; 2 — a, dann gilt:

eass(ass)(f(z)) = frsie(a) = F(A), aber

eass(ass)(g(z)) = g1s,6(a) = 9(4)





