TheGI 2 im SS 1996: Musterl6sung der Klausur

Teil 1: Relationen, Abbildungen, Ordnungen, Aquivalenzrelationen

Aufgabe 1, Thema Relationen (x Punkte) Berechnet die folgenden Relationen und gebt
ihren Graph jeweils vollstédndig an:

1. Rl =RoR
Ri=RoR=R=1{(33),(34),(55)}

2. Rg = R_l o R—“l
Ro=R1oR'=R"1={43),(33),(55)}

3. Rs=R'oR
Rs=R'oR=1{(3,3),(3,4),(43),(44),(55)}
4. R4y=Ro R™1

Ry=RoR™'={(3,3),(55)}

9 MIN - ALLERDINGS HABE ICH SAMTLICHE RELATIONEN DOPPELT VISUALISIERT!

Aufgabe 2, Thema Abbildungen (x Punkte)

1. Welche der Relationen R;-R4 sind partielle aber keine totalen Abbidungen?
Nur Ry ist eine partielle Abbildung, die nicht total ist.

2. Welche der Relationen R;-R4 sind totale Abbildungen?
R, ist die einzige totale Abbildung.

3. Welche der Eigenschaften injektiv, surjektiv, bijektiv treffen auf die partiellen/totalen Abbildungen
jeweils zu?
Ry ist injektiv, R; nicht; keine der beiden Relationen ist surjektiv.

4. Entfernt aus einer der Relationen aus Aufgabe 1, die keine (partiellen) Abbildungen sind, eine
minimale Anzahl von Paaren, so dafl das Ergebnis eine bijektive, totale Abbildung wird.

Die einzige Relation, die dafiir in Frage kommt, ist R3, Damit Rz rechtseindeutig
wird, mufl man mindestens zwei Paare entfernen, z.B. die Paare (3,3) und (4,4).
Das Ergebnis ist die Relation @:

Graph(Q) = {(3,4),(4,3),(5,5)}
) ist eine bijektive totale Abbildung.



4 MIN

Aufgabe 3, Thema Ordnungen (x Punkte)

1. Welche der Relationen aus Aufgabe 1 kénnt Ihr nicht zu einer partiellen Ordnung vervollsténdigen,
d.h., durch Hinzufiigen weiterer Paare zu einer partiellen Ordnung machen? Begriindet Euere

Antwort.

Eine partielle Ordnung R C A x A muf reflexiv und transitiv sein. A x A ist
sowohl reflexiv als auch transitiv, also kann es keine Relation geben, die nicht durch
Hinzufiigen von Elementen diese Eigenschaften erwerben kénnte.

Aber: eine partielle Ordnung muf} auch antisymmetrisch sein. Rs ist nicht antisym-
metrisch. Das liegt an der Existenz der beiden folgenden Paare in Rs:

(a) (3,4) S Rg
(b) (4,3) € R3
Nur, wenn man eines dieser Elemente aus Rj entfernt, wird die Relation wieder

antisymmetrisch. Alle anderen Relationen kann man zu partiellen Ordnungen ver-
vollstdndigen.

9. Bei einer der Relationen aus Aufgabe 1, bei denen dieses moglich ist, fiigt eine minimale Anzahl

von Paaren zu der Relation hinzu, damit das Ergebnis eine partielle, aber nicht totale Ordnung ist.

R, wird reflexiv, wenn man das Paar (4,4) hinzunimmt. Das Ergebnis, die Relation
P, ist antisymmetrisch und transitiv:

P ist keine totale Ordnung, da z.B. weder (3,4) noch (4,3) Elemente von P sind.

3. Bei einer anderen der Relationen aus Aufgabe 1, bei denen dieses moglich ist, fiigt eine minimale

Anzahl von Paaren zu der Relation hinzu, damit das Ergebnis eine totale Ordnung ist.

R, wird zu einer totalen Ordnung, wenn wir z.B. die folgenden drei Elemente hin-
zufiigen:

T = Rl U {(4’ 4)3 (534)7 (573)}

9 MIN

o



Aufgabe 4, Thema Aquivalenzrelationen (x Punkte)

1. W&hlt eine totale Abbildung aus Aufgabe 2 aus (entweder eine Relation aus Aufgabe 1, die ei-
ne totale Abbildung ist, oder die totale Abbildung, die Ihr im letzten Teil von Aufgabe 2 selbst
konstruiert habt).

Gebt den Kern dieser totalen Abbildung vollstindig (d.h. unter Angabe aller Elemente der Relation)
an.

Ich wihle @ = {(3,4),(4,3),(5,5)}:
Ker(Q) = {(3,3),(4,4),(5,5)}

2. Gebt alle Aquivalenzklassen an, jeweils mit Angabe aller Elemente in der Klasse.

[1]={1}
2] = {2}
3] = {3}

3. Gebt den Quotienten der Relation an.

A |Ker(Q): {[1]3 [2]a [3]}

4. Fiir zwei Relationen aus Aufgabe 1 gilt, daff die eine der Kern der anderen ist: flir welches Paar
gilt dies?

Rz = Ker(R;)

2 MIN



Teil 2: Algebren, Terme, Homomorphismen, Termalgebren

Aufgabe 5: Thema Algebren (x Punkte) Definiert eine weitere KLausIG-Algebra C', deren

Tragermengen beide unendlich sind.

| KLAUSIG | C
The Crhe = N
Gi Cai =72
tion : — The tiong =0
dung : — Gi dunge = —4
rela: The —+ Gi | relag(n) = —n
abbil : Gi — The | abbilg(z) =] z | #2

3 MIN

Thema 6: Terme (x Punkte)

1. Gebt zu jeder Sorte simtliche Grundterme an.

TKLAUSIG,The = {tion}
U {abbil(t) | t € TKuausic,Gi}

TKLAUSIG,Gi = {dung}
U {rela(t) I t e TKLAUSIG,The}

2. Gebt zu jeder Sorte saimtliche Terme iiber den oben angegebenen Variablen an.

TKLAUSIG,The(X) = {57 t,tion}

U {abbil() | t € Tiomsso.ci(X))
TKLAUSIG,Gi(X) = {ga h, dung}

U {rela(t) | t € TKLAUSIG,The(X)}

3. Definiert eine beliebige Variablenbelegung ¢ : X — C von den Variablen der Signatur KLAUSIG in
die von Euch definierte Algebra.

c: X —=C

OThe : XThe = Crhe

OThe : {8, t} = Ny s> 4,¢— 12
oai : Xai = Cai

ogi:{g,h} = Z; g —11,h — 0

4. Gebt zu jeder Sorte jeweils drei Grundterme und drei Terme, die Variablen enthalten, an. Das

miissen also insgesamt 12 Terme werden.



Grundterme Variablenterme
dung g

Gi | rela(tion) h
rela(abbil(dung)) | rela(abbil(g))
tion s

The | abbil(dung) t
abbil(rela(tion)) | abbil(h)

5. Wertet die sechs Grundterme mit eval(C) in der von Euch definierten Algebra aus.

eval(C)gi(dung) = —4

eval( C)gi(rela(tion)) = 0
eval(C)ai(rela(abbil(dung))) = —8
eval( C)The(tion) = 0
eval(C)he(abbil(dung)) =

eval(C )The(abbll(rela(tlon)))

= abbilg(eval(C)gi(rela(tion)))

= abbilg(relac(eval( C)rhe(tion)))
= abbilg(relac(tionc))

= abbil¢(relac(0))

— a,bbllc( )
=0

6. Wertet die sechs variablenhaltigen Terme mit eass(C)(c) beziiglich der von Euch gewéhlten Varia-

blenbelegung in C' aus.

eass(C)(0)ai(9) = oai(g) =
eass(C)(0)ai(h) = oai(h) = 0
eass(C)(o )Gl(rela(abbll(g)g) = —

eass(C)(0)The(s) = 0The(

eass( C) (o )he(abbil(h))

= abbilg(eass(C)(c)ai(h))
= abbilg(ogi(h))

= abbil¢(0)

=0

16 MIN

Thema 7: Homomorphismen (x Punkte) Beweist, daf es keinen Homomorphismus h : A —
B gibt.

Ein Homomorphismus & : A — B muf} simtliche Grundterme bewahren, also muf} fiir
jeden Grundterm t einer beliebigen Sorte s der Signatur gelten:

hs(eval(A),(t)) = eval(B),(t)



Um dieses Argument anwenden zu kénnen, werten wir zunéchst einige Terme der Signatur

in den Algebren A bzw. B aus:

Grundterme eval(A4) | eval(B)
dung my H,
rela(tion) ™y H
rela(abbil(dung)) m H,
tion I3 K,
abbil(dung) l K

Man sieht an dieser Tabelle, da die Abbildung hg; des Homomorphismusses h : A — B
das Element m; sowohl auf H; als auch auf H, abbilden miiite. Das wire jedoch keine
Abbildung, also kann es einen solchen Homomorphismus nicht geben.

Formal aufgeschrieben: setzten wir fiir ¢ in der obigen Gleichung zunéchst den Term dung
ein, so erhalten wir:

hai(eval(A)gi(dung)) = eval(B)ai(dung)
- hGi(ml) = H,

Setzten wir dann den Term rela(abbil(dung)) fiir ¢ ein, erhalten wir:

hai(eval( A)gi(rela(abbil(dung)))) = eval(B)gi(rela(abbil(dung)))
= hGi(ml) = H

und damit den Widerspruch zur Annahme, A sei ein Homomorphismus.

6 MIN

Thema 8: Termalgebren (x Punkte)

1. Gebt die Termalgebra Txiausic zur Signatur KLAUSIG an.

| KLAUSIG | Tuavsis
The TXyausic, The
Gi TKLAUSIG,Gi
tion : — The tion 1y e = tion
dung : — Gi dungry, e = dung
rela : The — Gi | relazy,,,..(t) = rela(t)
abbil : Gi — The | abbilg,,, .. (¢) = abbil(?)

9. Gebt eine beliebige KLAUSIG-Algebra D an, die isomorph zur Termalgebra ist. Es reicht die Angabe

der Algebra, ein Nachweis der Isomorphie braucht nicht gefiihrt zu werden.



2 MIN

Eine zu Tkpausic isomorphe Algebra erhalten wir am einfachsten, indem wir die Ele-
mente der Trdgermengen umbenennen und die Operationen entsprechend angleichen.
Die einfachste Form der Beschreibung einer solchen Algebra ist iiber eine Signatur,
deren Komponenten denen von KLAUSIG 1:1 entsprechen. Die Termalgebra dieser
Signatur, nennen wir sie X p, ist dann die gewiinschte Algebra D:

sorts: s, S
opns: ¢ 11— §

Co I —> 89
f1281—>82
f2152—)81





