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Aufgabe 1

aber mindestens null Punkte.

{5 Punkte}
Es seien P = {p,q} eine Menge von Aussagensymbolen und ¢, € Form(P). Gib chne Be-
griindung an, welche der folgenden Aussagen wahr bzw. falsch sind. Fiir jede richtige Antwort
gibt es einen halben Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein halber Punkt abgezogen und nicht
bearbeitete Teilaufgaben werden mit null Punkten bewertet. Insgesamt gibt es fiir diese Aufgabe

Behauptung

wahr?

falsch?

Nach dem Koinzidenzlemma der Aussagenlogik gilt fiir
zwei beliebige Belegungen By, By : P — {T, F}:
(Bi =y und B: = ¢) = Bi(p) = Ba(p} fiir alle p € Symb(yp).

Es gilt: B*(p — (g — p)) = fr.

Da ¢ = 1 genau dann gilt, wenn ¢ IF 2% und < IF ¢ gelten, kann
man mit Hife des Deduktionsthecrems der Aussagenlogik auf
=1 & = — ¥ schlieBen.

Sei Minr C Form(P)} die Menge aller aussagenlogischen Formeln
in konjunktiver Normalform. Dann gilt: Fiir alle ¢ € Form(P)
existiert ein ¥ € Mgwr mit ¢ = 9.

Zu jeder Formel o existieren mehr als eine, aber nicht unendlich
viele dquivalente Formeln in disjunktiver Normalform.

Eine Junktorbasis J heifie minimal, wenn jede echte Untermenge J' C J
keine Junktorbasis mehr ist. Mit dieser Definition ist die Junktorbasis
{-, A, v} minimal.

Wenn zu einem korrekten und vollstindigen Hilbert-Kalkiil (H,Fg)
beliebige weitere Regeln hinzugefiigt werden, so bleibt auch der daraus
resultierende Kalkiil stets korrekt und vollstindig,.

Es existieren sowohl unendlich viele korrekte und vollstindige Hilbert-
Kalkiile, als auch unendlich viele korrekte und vollstindige Sequenzen-
Kalkiile.

Sei 5, eine Klauselreprisentation einer Formel . Lassen

sich aus S, Klauseln der Form {p, ~p} resolvieren, so sagt

die Existenz solcher Klauseln nichts iber die Giiltigkeit von ¢ aus
(¢ kann also sowohl kontradiktorisch als auch erfiillbar sein).

Lassen sich aus einer Klauselreprisentation einer beliebigen Formel die
Klauseln {p, ~g} und {—p, ¢} resolvieren, so kann durch zweimaliges
weiteres Resolvieren mit diesen Klauseln die leere Klausel

resolviert werden.




Aufgabe 2 (8+2+1 = 6 Punkte)
Sei P = {p, q} eine Menge von Aussagensymbolen.

(a) Ergiinze bitte die folgende Wahrheitstafel! In der Formel dieser Wahrheitstafel (im folgenden
als ¢ bezeichnet) fehlen noch Junktoren aus {—, A, V, —+,+} und Vorkommnisse von Aus-
sagensymbolen aus Symb(y) = {p,q}. In jede Liicke gehort nur ein Zeichen! Ergéinze bitte
alle der 26 fehlenden Wahrheitswerte. (Und noch mal der Tip: Die Junktoren T, L sind
in der gesuchten Formel nicht enthalten.)
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(b) Sei @ die Formel aus der Wahrheitstafel in Teilaufgabe (a). Gib sowohl eine konjunktive als
auch eine disjunktive Normalform fiir ¢ an:

= (DNF)

B e (KNF)

Platz fiir Nebenrechnungen:

{c) Entscheide, ob die folgenden Formeln in DNF, in KNF, in DNF und KNF zugleich oder
weder in DNF, noch KNF vorliegen. Bei diesem Aufgabenteil werden fiir falsche Antworten
keine Punkte abgezogen. Fiir jede richtig angekreuzte Zeile gibt es einen halben Punkt.

Formel DNF? | KNF?
pAp
-—pV g




Aufgabe 3 (5 Punkte + 1 Bonuspunkt)
Es seien P eine Menge von Aussagensymbolen mit a, b, p,¢,7 € P. Gegeben sei ein Hilbertkalkiil
H mit den folgenden fiinf Hilbertregeln:

ey pan L T (T Y i
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1. Die Regel g5 ist nicht korrekt. Weise dies bitte nach, indem Du die folgende Argumentation
vervollstandigst:
Die schematisierbare Regel gs wire genau dann korreki, wenn die nachstehende Folgerung
stimmte:

Wenn diese Folgerung jedoch stimmte, dann wire nach dem Deduktionstheorem die folgende

Implikation

eI ... Formel. Wie man aber in der ... Zeile der nachstehenden Wahrheits-
tabelle in der Spalte zum Hauptjunktor (bitte Umranden) sehen kann, wird diese Eigenschaft
verletzt.

.. .. ) . (. . ...

b e B L s
b B e B [ B

Also kann die Regel gs nicht korrekt sein.
2. Eine weitere Regel ist nicht korrekt.

o Welche ist es? .........
» Wie heisst sie (1 Bonuspunkt)? ..................

3. Erginze den folgenden Hilbertheweis im Kalkiil H fiir den Modus Ponens {a,a — b} I+ &:

4. Ist der Hilbertkalkil H vollstindig? Begriinde deine Antwort.



Aufgabe 4 {4 Punkte)
Erginze den nachstehenden Korrektheitsnachweis fiir die Sequenzenregel:

Au{pvglrs
AU{pvr,gv-rios

(o).

Bekanntlich steht A fiir eine endliche Formelmenge {p1,@2,-..,9n} € Form(P} und p,q,r
sind Aussagenvariablen aus P. Der Nachweis der Korrektheit der Sequenzenregel o lauft auf den
Beweis der folgenden Aussage hinaus:

Wenn die Folgerungsbehauptung

................................. s (2)

Beweis: Sei ¢ = 1 Ao A ... A g, die Konjunktion der Formeln in A.
Definitionsgemif stimmt die Folgerung (2) genau dann, wenn fir jede Belegung B : P — {1, F}

mit BE@A(........ YAl }auch B |=... gilt.
Sei also B eine Belegung mit B = o A (......... YA )- Dann gilt sowohl B = ¢ als
auch Bl (......... IA(G ). Solange neben B |= ¢ zusitzlich eine der beiden Bedingungen

B = ...oder B |= ... erfiillt ist, gilt auch B k= ...V ... und wir kémnen die Voraussetzung (1)
benutzen, um auf B = ... zu schliefen.

Nun beriicksichtigen wir, dal B*({pVvr) A (g Vv —r)) = ... gilt und dabei miissen wir lediglich noch
den Fall betrachten, wo B(p) = B{q) = F sind. Wir zeigen, dal} dieser Fall gar nicht eintreten
kann. Fiir B{r) =T wiirde némlich gelten:

= B(lpvrin(gv-r)) = Jalil i)
Widerspruch! Analog wiirde fiir B(r) = F gelten:
= B{pvrInlgv-r) = falAl. Dl ) = fal,.) =

Widerspruch! Damit wurde die obige Aussage bewiesen und somit auch die Korrektheit der Se-
quenzenregel ¢ nachgewiesen.

falooy) =



Aufgabe 5 (5 Punkte)
Durch Vervollstindigen des folgenden Beweises mit Hilfe des Resclutionsverfahrens und kleine
(klausurrelevante) Abschweifungen iiberpritfen wir nachstehende Folgerungshehauptung:

{~(-p—g)pe—r}F-pAr-gAr

Beweis: Zunichst muB} die Folgerung in eine fiir das Resolutionsverfahren sinnvolle Form dquiva-
lent umgeformt werden. Gib bitte diesen ersten Schritt an:

{~(=p—g)pe v}k -pA-gAT

Im folgenden bezeichne & die Primissenmenge dieser neuen Folgerung. Welche durch das Resolu-
tionsverfahren nachweisbare Eigenschaft von ® mufl vorliegen, damit die Folgerung korrekt ist?

Welche Klausel muBl aus einer Klauselreprisentation S¢ von ® resolvierbar sein, um dieses zu
zeigen?

Um das Resolutionsverfahren anwenden zu konnen, miissen nun zu den Formeln ans ® logisch
dquivalente Formeln in konjunktiver Normalform angegeben werden. Gib zunichst KNFs fiir alle
Formeln aus & an, die sich bei Anwendung der Wahrheitstafelmethode ergeben. (Hinweis: Es wird
nicht verlangt, alle Zeilen der Wahrheitstafeln hinzuschreiben. Es geniigen diejenigen Zeilen, die
fur das Ablesen der KNF relevant sind. Falls Du es dennoch vorziehst, die Tabellen vollstindig
auszufiillen, dann umrande bitte die fiir das Ablesen der KNF relevanten Zeilen).
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Die KNF fiir die Formel —(—p — ¢) lésst sich durch dquivalente Umformung vereinfachen:

................................................................................. =-gqA—p
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Hier unterbrechen wir den Beweis mit einer weiteren kleinen Werbung fiir das Aquivalente
Umformen. Zeige bitte, wie man die KNF —¢ A —p auch ohne ‘Wahrheitstabelle aus der Formel
—{—p — ¢) gewinnen kann:

D o ) S e e =-gA-p
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Wir erhalien also folgende Klauselreprisentation fiir @

S‘i‘ = {{pl T}! {p! q, _'T}l {_!p}! {_'pv ‘11‘}, {_‘q}}

Bitte gib im folgenden den fiir den abschlieSenden Beweis der Folgerung nétigen Resolutionsbeweis
an:

Wir haben also gezeigt, dafi die Folgerungsbehauptung
{~(p=aq)p -tk -pA-gAr

stimmt. O



Aufgabe 6 (5 Punkte)
Gegeben sei die Signatur £ = (5,0P, REL) mit S = {s}, OP = B und REL = {G, P,Q} mit
G (ss), P: {(s) und Q: (s). Weiterhin sei die Variablenmenge X, = {z,y,2, %1, %2, ...} gegeben,
es sei X = {X,) und es sei ¢ € Formx(X). Gib ohne Begriindung an, welche der folgenden
Aussagen wahr bzw. falsch sind. Fiir jede richtige Antwort gibt es einen halben Punkt, fiir jede
falsche Antwort wird ein halber Punkt abgezogen und nicht bearbeitete Teilaufgaben werden mit
null Punkten bewertet. Insgesamt gibt es fiir diese Aufgabe aber mindestens null Punkte.

Behauptung wahr? | falsch?
Sei C eine Menge von E-Strukturen. Die zugehdrige Theorie Thg(C)
besteht aus allen Formeln, die bei allen A € C giiltig sind.

o(z) =y, o(y) = z ist zuldssig fir p = 32.G(x, y).

Es gilt: 32.G(z, y) F 3=.G(z, ).

Es gilt: Modg(P(x) v Q(z)) = Modx{P(x)) U Mods(Q{z)).

Es gilt: Vz.p = —=Jx.—p.

Es gilt: Vz.p « —Jz.~y ist tautologisch.

Die Formel P(y) A —¥z.P(z) ist kontradiktorisch.

Die Formel —Vy.~(P(y) A —~Vz.P(z)) ist erfillbar.

Die Giltigkeitsrelation = ist symmetrisch und transitiv.

Fiir alle Formelmengen @, ®', ¥ C Formg(X) giit:

Wenn ® IF ¥ und & C &', dann auch &' I+ ¥.




Aufgabe 7 (3 + & = 6 Punkte + 2 Bonuspunkte)
Gegeben sei folgende logische Signatur T

sorts:  form
opns :  verum, falsum :— form
neg : form — form
und, oder, impl, gdw : form form — form
divers : form form form — form
rels: Folgt :< form form >
Metafolgt i< form form form form >
Metameta folgt :< form form form form form form form form >

und die Variablenmenge X form = P = {p,q,r}. t1,...,1s seien im folgenden beliebige Terme aus
Tx, form{Xform)- Fiir die E-Struktur A gelte Asorm = {7, F'} und die einzelnen Operationen seien
durch die iiblichen Wahrheitswertefunktionen der Aussagenlogik interpretiert:

veruma = fr, falsuma = fi,nega = fo,undas = fa,oderqy = fy,impla = f..,gdwa = f..

1. Definiere die dreistellige Operation diverss : {T, F} x {T, F} x {T,F} — {T, F},

divers (T, T, T):= ... diversa(F, T, T} := ...
divers4(T,T,F):= ... diverss(F, T, F):= ...
diversa(T,F\T):=... diversa(F,F\T) = ...
divers4(T, F,F) := ... divers,(F, F, F) :=

derart, dass die Konjunktion ¢ = @) A o A @3 der drei folgenden Formeln in der Struktur
A giiltig ist:

® 1 :1=VpNgVr(p =g Ap#r — divers(p,q,r} = gdw(p,q})
* g 1= Vp.Ve.¥r.((divers{p,q,r) = divers(q,p, v) A divers(p,q,r) = divers(p,r,q))
s 2 == Vp.3q.divers(p, p, p) # divers(p, p,q)

2. Essei Folgta = {{F,F),(F,T),(T,T)}. Es sel Metafolgt so definiert, dass gilt:
A= Metafolgt(ty, by, ta, t4) < (Folgt(ts, t2) — Folgt(ts, t4))

Die Menge Melafolgts hat 13 Elemente. Von den 16 méglichen Viertupeln (T,T,T,T),

{(r,T,7,F), (T, T,F,T), .., {F,F,F, ) fehlen also in Metafolgt s genau drei. Welche sind
es?

3. (2 Bonuspunkte): Weiterhin sei Metametafolgt 4 so definiert, dass gilt:
A lz MetamEtafﬂlgt(tlat27t31t41t51t61t7)38)
— (Metafolgt(ty, ta, tz,1a) — Metafolgt(ts, s, t7, t3))

Wieviele Elemente hat die Menge Metametafolgta? Es sind genau 28 —

Hinweis zu 2 (Bezichung zur Aussagenlogik): Wenn man Terme ¢; als aussagenlogische Formeln
@, auffasst, dann bedeutet die Giiltigkeit der Formel

Metafolgi(ty, t2,t3,ta) — Metafolgt(ts, te, t7,1s)
in der Struktur A dasselbe wie folgende Behauptung der Aussagenlogik:

Wenn aus der Folgerung oy, I oy, die Folgerung vi, Ib oy, (meta)folgt,
dann (metafolgt aus der Folgerung @, - @y, auch die Folgerung @, I+ @y, .

Zur Not kannst Du also die Antwort zu 2. mit einer Metatabelle (auf einem Notizblatt !'!) heraus-
finden. Uberlege aber vorher gut, ob Du soviel Zeit hast und denk lieber einen Moment nach.



Aufgabe 8 (6 Punkte)
Gegeben sei folgende logische Signatur Z

sorts : 8
opns: f.g:s—s
rels: P:<ss>

und die Variablenmenge X, = {z}. Vervollstindige den nachstehenden Beweis fiir die Folgerung

V. (P(z,z) V f(z) = g(z)) Ik (V2. P(z,z)) v (3z. f(z) = g(z)})

Beweis: Indem wir zeigen, daf§ die Implikation

.......................................... T e e e e (x)
eine ......o..oooiiail Formel ist, ergibt sich die Richtigkeit der obigen Folgerungsbehauptung
aus dem Deduktionstheorem der Pridikatenlogik.

Sei A eine beliebige X-Struktur und 3 : ... — ... eine beliebige, aber feste Variablenbelegung.
Wenn fiir die linke Seite der Implikation () die Bestitigung

(A ) et e
zutrifft, so ist dies ist gleichbedeutend damit, daB fiir jedes einzelne ............ die folgende
Bestiitigung zutrifft:

(A . e v f(z) = g(x)
Dies ist wiederum gleichbedeutend damit, dafl fiir jedes einzelne ............ eine der beiden
Bestiitigungen zutriflt:

............... B oder L B e e
Daraus kénnen wir Folgendes schliessen: Fiir jedes einzelne ............ trifft sogar immer die
erste der beiden Bestétigungen (also ... ........... . ...l } oder es muff mindestens
€l ....vouinn. geben, fiir das die zweite Bestatigung zutrifft {also (4, Bzsq)) k= flz) = g(z))-

Der erste Fall ist seinerseits gleichbedeutend mit der Bestiitigung (A, 8) = ............. ...
withrend der zweite Fall der Bestitigung (A, 8) =

Dafi aber der eine oder der andere Bestitigunsfall eintritt {oder beide}, bedeutet, da die Disjunk-
tion der betreffenden Formeln, d.h. die rechte Seite der Implikation (*) bestitigt wird:

Damit ist gezeigt, dafi die Implikation (x) allgemeingiiltig ist und die Folgerung bewiesen. q.e.d.



Aufgabe 9 (2,5 + 2,5 + 8 = 8 Punkte + 2 Bonuspunkte)
Gegeben sei die folgende logische Signatur Egrapn

sorts 1 knoten, kanten
opns :  anfang, ende : kanten — knoten
rels: Pfad < knoten knoten >

und die Variablenmenge X = (anotana -Xlr,un!en.) mit Xk?loten = {(2, b, C,Q1,02,.. ‘} U.Ild Xkanten —
{.’C, Y, 2, L1, L2, .}.

(a) Im folgenden soll eine Formel v = 1 A g A 3 so konstruiert werden, da$ gilt:
Mods () = {A € Struktr,,,, . | Pfad4 beschreibt eine Pfadrelation auf Graphen im iiblichen Sinne}.

Bitte gib fiir die folgenden Aussagen Formeln 1, 2, ¢3 so an, da8 die Modellklassen dieser
Formeln die Strukturen A enthalten, fiir die Pfad4 die beschriebene Eigenschaft erfiillt.

Hinwes: Die Funktionen anfang und ende sollen hierbei im eigentlichen Sinne verstanden
werden, an fang weist einer Kante den Anfangsknoten, ende einer Kante den Endknoten zu.

(1) Eine jede Kante von einem Knoten v; zu einem Knoten ve beschreibt einen Pfad von
v nach va:

(3) Wenn zwischen zwei Knoten v; und vy ein Pfad verliuft, so gibt es entweder eine Kante
zwischen v, und vy oder der Pfad von vy nach vy verliiuft iiber mindestens einen weiteren
Knoten v3.

(b} (2 Zusatzpunkte): Welche Formeln enthilt die folgende Theorie?

Th5igramn (MOAE(B)) = {0 | -+ e }



