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Aufgabe 1 5 Punkte

Bitte kreuzen Sie bei den folgenden Aussagen jeweils an, ob die Aussage stimmt oder ob sie nicht
stimmt.

Jede richtige Antwort gibt 1 Punkt, jede falsche Antwort 0 Punkte. Jede leere Anwort gibt 0,5 Punkte.

Sei o = {¢, f} eine Signatur mit einer Konstanten ¢ und einem 1-stelligen Funktionssymbol f und sei
¢ € FO[o] beliebig.

Aussage r | Falsch
@ V —p ist erfiillbar.

Das Allgemeingiiltigkeitsproblem der Priadikatenlogik ist entscheidbar.
Isomorphe o-Strukturen haben gleichméchtige Universen.

Es gibt unendlich viele variablenfreie o-Terme.

Jzf(x) = c ist eine pradikatenlogische Formel.

G o =

RRBOQE

OO00ORO

Aufgabe 2 10 Punkte
Sei M = ({0,1} x N, <M), wobei fiir alle (i,n), (i’,n’) € {0,1} x N gilt, dass
(i,n) <M (i',n’) genau dann, wenn i < i’ oder wenn i =i’ und n < n’ gilt.

Definieren Sie eine Struktur N = (N, <), sodass M isomorph zu A ist.

Losung zu Aufgabe 2

Fiir n,n’ € N definieren wir, dass n <V n’ gilt genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen
erfilllt ist.

(i) n ist gerade und n’ ist ungerade.
(i) n und n’ sind beide gerade und n < n'.
(@) n und n’ sind beide ungerade und n < n’.
Dann ist f:{0,1} x N — N mit
f(0,n) :=2n
f(l,n):=2n+1

ein Isomorphismus zwischen M und N. Offensichtlich ist f bijektiv und (i,n) <™ (i’,n’) genau
dann, wenn f(i,n) <N f(i’,n’).

Aufgabe 3 10 Punkte

Sei o = {f}, wobei f ein einstelliges Funktionssymbol ist. Geben Sie einen erfiillbaren Satz ¢ € FO(0)
an, sodass alle Modelle von ¢ unendlich sind.

Losung zu Aufgabe 3

Wir definieren

p=Vydof(x) =yAJxIy(z Zy A f(z) = f(v)).

f ist surjektiv f ist nicht injektiv
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Dieser Satz ist erfiillbar, zum Beispiel durch die Struktur N der natiirlichen Zahlen mit fN(n) :=
max(n — 1,0). Der Satz ist jedoch nicht erfiillbar von einer endlichen Struktur, denn eine surjektive
Funktion zwischen zwei gleich grofien endlichen Mengen ist immer auch injektiv.

Aufgabe 4 10 Punkte

(i) Gegeben sind die folgenden Strukturen .4, .45, .43 und priadikatenlogischen Formeln @1, 2, 3.
Entscheiden Sie fiir 1 <4,j < 3, ob A; = ¢, gilt.

AN |

Al »AQ

As

o 1 = JxyFwoTrsIryTos (E(xr, x2) A E(x2,23) A E(x3,24) A E(24,25) A E(x5,21)).
* @2 =Vady1yaVys(y1 # y2 A Ez,y1) A E(z,y2) A ((ys # 1 Ays # y2) = —E(2,3))).
o o3 =VaVy(x £y — E(z,y)).

Sie miissen Thre Antwort in dieser Teilaufgabe nicht begriinden.

(i) Gegeben sind die folgenden Strukturen B; = (N, +,-), Bo = (Q,+,-) und Bs = (C, +, -), wobei
+, - 2-stellige Funktionssymbole mit den iiblichen Interpretationen auf den entsprechenden
Strukturen sind. Geben Sie Formeln 11, 92, 93 an, sodass gilt B; |= ¢; genau dann, wenn ¢ = j.

Begriinden Sie Thre Antwort.

Loésung zu Aufgabe 4

(i) e o1 gilt in jedem Graphen, der ein Dreieck oder einen Kreis der Lange 5 enthélt, also in 4y
und A3.

e o gilt in jedem 2-reguldren Graphen, also in A; und As.
e 3 gilt in jedem vollstadndigen Graphen, also nur in A;.

(ii) e ¢y = FaVy—(z + x +y = ). Nur in B; existieren Elemente, die kein additives Inverses
haben.

e o = —hy A JzVy—(y -y = x). Der Satz —p; unterscheidet B; von B2 und um B von Bs
zu unterscheiden, benutzen wir, dass in B nicht jedes Element eine Wurzel besitzt.

e 3 =VrIy(y -y = x). Nur in B3 hat jedes Element eine Wurzel.

Aufgabe 5 10 Punkte

Sei N' = (N, +, ) die Struktur der natiirlichen Zahlen mit der iiblichen Addition und Multiplikation.
Geben Sie fiir i € {1,...,4} Formeln ¢; an, sodass gilt:

(i) p1(N) ist die Menge der Quadratzahlen.
(i) @2(N) ist die Menge der Paare (z,2?) mit = € N.
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(iii) o3(N) ist die Menge der Zahlen, die grofer als 10 sind.

Losung zu Aufgabe 5

Hier gibt es viele Moglichkeiten. Eine ist

=r+r==x »T ist 0

s(z)=x-x=xzANzx+zx#x T ist 1°

10
3(x) = —null(z) A Je | eins(e) A /\x Ledte+ -+e
~—

i=1 i mal

w3 sagt ,x #0und x # 1 und « # 2 und ...und x # 10“. Damit ist z groBer als 10.

Aufgabe 6 10 Punkte
Sei 0 = {E} die Signatur der Graphen. Wir betrachten die Strukturen

A= (A, EY B = (B, E®)
A=N B:={0,1} x N
EA = {(2,y) €A’ |z <y} EP .= {((i,2),(j,y)) € B*|i<joder (i=j und z < y)}.

Welcher Spieler gewinnt &(.A, B) und mit welcher Strategie? Sind .4 und B isomorph?

Losung zu Aufgabe 6

Herausforderer gewinnt in 3 Ziigen.
(i) In der ersten Runde spielt er auf by := (1,0) € B. Duplikatorin antwortet auf ag € A.
(i) Falls ag = 0, dann spielt Herausforderer auf b; := (0,0) € B und hat gewonnen.

Falls ag > 0, dann spielt Herausforderer auf a; := a9 — 1 € A. Duplikatorin antwortet auf
by :=(0,2) € B.

(ii¢) Herausforderer spielt auf by := (0,2 + 1) € B und hat gewonnen, weil by < by < by gilt, es aber
in A kein Element zwischen a1 = ap — 1 und ag gibt.

A und B sind nicht isomorph, weil Herausforderer &(A, B) gewinnt.

Aufgabe 7 10 Punkte

Wir betrachten die Signatur o = {f, ¢} mit einem 1-stelligen Funktionssymbol f und einem Konstan-
tensymbol c. Beweisen Sie mit dem Sequenzenkalkiil die Sequenz

{va f(z) =2} = {f(f(c)) =c}.

Beachten Sie bitte: Falls Sie eine der Substitutionsregeln (S=) oder (=S5) verwenden, miissen Sie
angeben, was ¥(z), t und ¢’ im Kontext dieser Regel sind.
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Losung zu Aufgabe 7

TO=d=U@=ad . 0 o,
o) T =a = (e = _ MV = Ul =a = = 1
ei(@) = 2] > ([ =
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Regeln des pradikatenlogischen Sequenzenkalkiils

0 BERESETS o e

) G & =) 55 st

3> T e s =3 355300

(5 <I>,t(it1’p,(zt/»)(ziA (=5) @,f;?ﬁﬁ(z?(t’) () g

(%) wobei ¢ ein nicht in ®, A oder ¥(x) vorkommendes Konstantensymbol ist.

In den Regeln steht ¢ fiir einen beliebigen Term.
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