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Probeklausur 3

Name, Vorname:

Studiengang (Bsc/Msc/Dipl Inf/Math/...):

Versuch-Nr.: Matrikel-Nr.:

Los-Nr.:
Aufgabe: 1 2 3 4 5 6 7
Punkte:

Summe:

Punkte: Insgesamt sind in dieser Teilleistung 90 Punkte zu erreichen.

Bearbeitungszeit: Die Bearbeitungszeit betrdgt 75 Minuten. Zusétzlich gibt es eine Einlesezeit
von 15 Minuten.

Form der Abgabe: Bitte lassen Sie Ihr bereitgestelltes Papier geklammert.

Hilfsmittel: Es sind keine Hilfsmittel zugelassen. Fiir die Antworten darf nur das bereitgestellte
Papier verwendet werden.

Los-Nummer: Tragen Sie in das Feld ,Los-Nr* die IThnen ausgeteilte Nummer ein. Unter dieser
Nummer finden Sie spéter Thre erreichten Punkte und Thre Note.
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3. Probeklausur

Aufgabe 1 10 Punkte

Bitte kreuzen Sie bei den folgenden Aussagen jeweils an, ob die Aussage stimmt oder ob sie nicht
stimmt.

Jede richtige Antwort gibt 1 Punkt, jede falsche Antwort 1 Punkt Abzug. Jede leere Anwort gibt
0 Punkte. Sie konnen in dieser Aufgabe nicht weniger als 0 Punkte erhalten.

Sei o eine beliebige endliche Signatur, die mindestens ein Konstantensymbol ¢ enthilt. Sei ¢ € FOlo]
ein Satz, ¢¥(z,y) € FO[o] eine Formel und ®, A C FO[o] Mengen von Sitzen.

Wie iiblich lassen wir Klammern in Formeln weg, solange es eine eindeutige Lesung gibt.

Wahr Falsch

1. 2=y=2€FO[o].

2. VzIy (z #y — x =y) ist allgemeingiiltig.

3. Vaz—3yy = cist erfiillbar.

4. A |= o fiir eine o-Struktur A impliziert, dass = unerfiillbar ist.

=N . .
5=~ eine korrekte Regel ist, dann ist auch

5 Wenn ¢ = A giiltig ist und
TP = A giiltig.

6. Jeder surjektive Homomorphismus ist umkehrbar.

7 Es kann auch dann eine trennende Formel geben, wenn Duplikatorin das
" Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel gewinnt.

8. {p} = {¢} ist giiltig genau dann, wenn ¢ — ¢ allgemeingiiltig ist.

9 Das Erfiillbarkeitsproblem der Pradikatenlogik kann in Polynomialzeit
" entschieden werden.

O] O |®] O|O] O |O|O|I®|O
QI VIOV I 8 QI 0K

10 Es gibt eine Formel ¢, so dass A |= ¢ genau dann, wenn das Universum
" von A endlich ist.

Seite 2 von 7



3. Probeklausur

Aufgabe 2 12 Punkte

Sei o := {E} eine Signatur mit einem 2-stelligen Relationssymbol. Wir betrachten die folgenden
beiden schlaufenfreien Graphen mit ungerichteten Kanten.

A B

Geben Sie eine Gewinnstrategie fiir Herausforderer im Spiel G4(A, B) mit an. Geben Sie auflerdem
eine trennende Formel mit Quantorenrang 4 an.

Begriinden Sie Ihre Antworten.

Losung zu Aufgabe 2

Herausforderer spielt auf 4 paarweise nicht benachbarte Knoten in B, zum Beispiel auf uy, us, ur, ug.
In A gibt es keine 4 paarweise nicht benachbarten Knoten, also gewinnt Herausforderer.

Eine trennende Formel ist

4 4
Y = 3$13$23$33$4 /\ /\ (.ﬁi 7’5 Zj A —\E(Jii,.i?j)).
i=1j=i+1
Aufgabe 3 24+17=19 Punkte

(i) Definieren Sie, wann eine Regel im pradikatenlogischen Sequenzenkalkiil korrekt ist.

(#i) Beweisen Sie mit dem préadikatenlogischen Sequenzenkalkiil, dass konstante Funktionen iiberall
denselben Wert annehmen. Das heift, zeigen Sie die Giiltigkeit der Sequenz

IV f(x) =y = VaVy f(x) = f(y).

Bitte bedenken Sie, dass Sie im Sequenzenkalkiil pro Ableitungsschritt nur eine Regel anwenden
diirfen. Bitte geben Sie in jedem Schritt den Namen der angewendeten Regel an.

Falls Sie eine der Substitutionsregeln (S=) oder (=S5) verwenden, dann geben Sie bitte an,
was ¢(x) im Kontext dieser Regel ist.

Losung zu Aufgabe 3

(i) Eine Regel ist korrekt, wenn die Giiltigkeit der oberen Sequenz (der Pramisse) die Giiltigkeit
der unteren Sequenz (der Konsequenz) impliziert.
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3. Probeklausur

(#i) Ein Beweisbaum fiir die angegebene Sequenz ist der folgende.

fla)=c = fla)=c mit ¢(z) == f(a) ==

o) T@=ci=c = j@=70
(=) Ve f(z) =c fla)=c =  fla) = f(b)
(=) Vo f(z) =c = fla) = f(b)
(=) vz f(z) =c = Yy f(a) = f(y)
(3=) Va f(z) =c = VaVy f(z) = f(y)

IyVz fz) =y = Vavy f(z) = f(y)

Aufgabe 4 12 Punkte

Zeigen oder widerlegen Sie die Korrektheit der folgenden Regel.

DV p(z) = A
¢ = A, 3z —p(x)

Losung zu Aufgabe 4

Die Regel ist korrekt.
Angenommen die obere Sequenz ist giiltig. Wir zeigen, dass die untere Sequenz giiltig ist.

Sei 7 eine Interpretation mit Z = ®. Falls Z = 3z —p(z) gilt, dann sind wir fertig. Angenommen das
ist nicht der Fall.

Aus T [~ Jx ~p(x) folgt, dass es kein Element a gibt mit Z[x/a] = —¢(x). Anders gesagt, fiir alle
Elemente a gilt Z[z/a] E ¢(x). Also gilt Z = Va ¢(x).

Damit ist die Voraussetzung der oberen Sequenz erfiillt. Weil die obere Sequenz giiltig ist, gibt es ein
0 € A mit Z =9, also ist die untere Sequenz giiltig.
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3. Probeklausur

Aufgabe 5 5+5+5=15 Punkte

Sei 0 = {0, 1,4+, -, R} eine Signatur mit zwei Konstantensymbolen, zwei 2-stelligen Funktionssymbolen
+, - und einem 1-stelligen Relationssymbol R.

Sei C = (C,0°,1¢,+¢ .€ RC) die Struktur der komplexen Zahlen mit der iiblichen Addition und
Multiplikation und R€ := R. Geben Sie Formeln ¢, ¢2, 3 an, sodass gilt

(i) ¢1(C) = {i, =i},
(it) 2(C) ={z € R |z >0}
(iii) o3(C) ={a+ (b-i)]a,b€ R und a > 0}.

Dabei ist i die imagindre Einheit in C. Sie miissen Thre Antworten in dieser Aufgabe nicht begriinden.
Sie diirfen in ¢; die Formeln {¢; | j < i} verwenden.

Losung zu Aufgabe 5
(i) p1(z) = (z-z)+1=0.

(i) p2(z) ==y (R(y) Ny -y =x).
(iii) p3(x) := FaFTi(p2(a) A R(b) A p1(i) Aa+ (b-i) = z).

Aufgabe 6 10 Punkte

Sei 0 := {<} eine Signatur mit einem 2-stelligen Relationssymbol. Sei C die Klasse der partiellen
Ordnungen ohne minimale und ohne maximale Elemente.

Zeigen Sie, dass C in der Klasse der partiellen Ordnungen endlich axiomatisierbar ist.

Losung zu Aufgabe 6

Wir definieren
go::V:c(Ely (y#zxzAhy<z)AJy (y#m/\xﬁy))

Dann axiomatisiert {¢} die Klasse C (in der Klasse der partiellen Ordnungen!).

Aufgabe 7 12 Punkte

Sei 0 := {E}, wobei E ein zweistelliges Relationssymbol ist. Sei A eine o-Struktur. Geben Sie eine
Formel 1 4 an, so dass fiir jede o-Struktur B gilt

BE¢a4 <= Duplikatorin gewinnt das Spiel &5(A, B).

Losung zu Aufgabe 7

Allgemein definieren die Hintikka-Formeln den Sieger des Spiels. Diese sind induktiv wie folgt
definiert. Sei o eine Signatur und sei k € IN. Sei ferner A eine o-Struktur, @ := ay,...,a, € A¥ und
T:=x1,...,%,. Wir definieren

o a(@) = /\ {z/;(f): ¢ ist atomar oder negiert atomar und A w[a]}
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3. Probeklausur

und fir m >0

et @) = N\ Fki19%5.0@ 2h41) AVERs \) Ohaa(@ Thi) -
acA a€A

Falls @ leer ist, so schreiben wir ¢). In dieser Formel sind alle Variablen quantifiziert und es gilt

B = ¢} < Duplikatorin gewinnt das Spiel &,, (A, B).

Fiir den Fall m = 2 kann diese Formel auch explizit angegeben werden. Dazu muss eine Fallunter-
scheidung durchgefithrt werden, welche Typen von Paaren von Elementen in 4 existieren und diese
miissen durch eine Formel beschrieben werden.
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3. Probeklausur

Regeln des pradikatenlogischen Sequenzenkalkiils

0 BERESETS o e

) G & =) 55 st

3> T e s =3 355300

(5 <I>,t(it1’p,(zt/»)(ziA (=5) @,f;?ﬁﬁ(z?(t’) () g

(%) wobei ¢ ein nicht in ®, A oder ¥(x) vorkommendes Konstantensymbol ist.

In den Regeln steht ¢ fiir einen beliebigen Term.
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