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Aufgabe 1 (8 Punkte)

Es seien P eine Menge von Aussagensymbolen und o, ¥, @1, ...

,on € Form(P). Geben Sie ohne

Begriindung an, welche der folgenden Aussagen wahr bzw. falsch sind. Fiir jede richtige Antwort
gibt es einen halben Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein halber Punkt abgezogen und nicht
bearbeitete Teilaufgaben werden mit null Punkten bewertet. Insgesamt gibt es fiir diese Aufgabe
aber mindestens null Punkte.

Ist S eine Klauselreprisentation von ¢ A ¢ und ist aus S die leere Klausel beweisbar, so gilt

Wenn {@1,...,0n} ¥ ©, soist (o1 A ... Apy) = ¢ kontradiktorisch.
Ist ¢ — 1 eine Tautologie, so gilt p Fg ¢ in jedem Hilbertkalkiil (R, Fg).

Sind A und B Junktorbasen, so ist auch A N B eine Junktorbasis.

Ist ¢ allgemeingiiltig, so gibt es eine zu ¢ dquivalente Formel in konjunktiver Normalform,

Wenn fiir einen Sequenzenkalkiil (S,Fg) aus ¢ IF ) stets ¢ g 9 folgt, so ist S vollsténdig.

1.
k1.
2.
3.
4.
5.
die nur aus einem Zeichen besteht.
6.
Aufgabe 2

Seien P eine Menge von Aussagensymbolen und p,q € P.

(2+4 Punkte)

(a) Erginzen Sie die folgende Wahrheitstafel! Die Formel dieser Tafel ¢ ist mit Hilfe der Junk-

toren aus {T, L, A,V,—, <} gebildet, und es ist Symb(p) = {p, ¢}
In jede Liicke gehért nur ein Zeichen! (Es sind mehrere Lésungen moglich).
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(b) Sei ¢ die Formel, deren Wahrheitstafel in (a) zu vervollstindigen war. Geben Sie sowohl

eine disjunktive Normalform fiir ¢ als auch eine konjunktive Normalform an.



Aufgabe 3 (3+4 Punkte)
Seien P eine Menge von Aussagensymbolen und p,q € P.

(a) Uberpriifen Sie mit Hilfe des Deduktionstheorems:
P—=-q) = (g—=p) = L)Fp

(b) Seien P eine Menge von Aussagensymbolen und p,q,r € P. Uberpriifen Sie mit Hilfe des
Resolutionsverfahrens:

{r—=mA-q),qVr,—pVag}lk-rAg.

Aufgabe 4 (3+3 Punkte)
Seien P eine Menge von Aussagensymbolen und ¢, v, x € Form(P). Beweisen oder widerlegen Sie
die folgenden Behauptungen (bei Widerlegung reicht die Angabe eines Gegenbeispiels):

a) Wenn ¢ V x, dann ¢ oder ¢ IF x.
W Ik d Ik od I+
(b) Wenn ¢V x IF ¢, dann ¢ IF ¢ und x I+ .

Aufgabe 5 (2 Punkte)
Es seien ¥ = (S, OP, R) eine logische Signatur, X eine zu ¥ passende Familien von Variablenmen-
gen, z € X, p,1 € Formy, (X) sowie &, ¥ C Formy (X). Geben Sie ohne Begriindung an, welche
der folgenden Aussagen wahr bzw. falsch sind. Fiir jede richtige Antwort gibt es einen halben
Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein halber Punkt abgezogen und nicht bearbeitete Teilaufga-
ben werden mit null Punkten bewertet. Insgesamt gibt es fiir diese Aufgabe aber mindestens null
Punkte.

1. Wenn ¢ ein Satz ist und fiir alle A € Strukty ein 5 : X — A mit (A, 8) E ¢ existiert, dann
ist ¢ allgemeingiiltig.

2. Wenn ¢ I+ ¢, dann gilt Mods ({%, ¢}) = Mods (¥).
3. Es gilt stets Strukty \ Mods (¢) = Modx (—y).
4. Aus & C ¥ folgt Mody(¥) C Modx (®).

Aufgabe 6 (4+2+4 Punkte)
Gegeben sei die folgende Signatur ¥g,:
Yar: sorts : knoten, kanten
opns : quelle: kanten — knoten

ziel : kanten — knoten
rels : Pfad: (knoten knoten)

Ausserdem sei die Familie X = (Xgnoten, Xkanten) Mit Xgnoten = {2, 9, 2,21, 2, ...} und Xganten =
{k,l,m, k1, ko,...} gegeben.

(a) Geben Sie eine X,-Struktur A an, in der folgende Formeln giiltig sind:

o1 = VaVy.(3Bk.(quelle(k) = z A ziel(k) = y)) = Pfad(z,y)),
w2 = Va¥z.(By.(Pfad(z,y) A Pfad(y,z))) — Pfad(z,z)),

w3 = Vz.3k.(quelle(k) =z V ziel(k) = z),

¢4 = VaVy.(Pfad(z,y)V Pfad(y,z)),

s = Vzdy-(z=y).

(b) Beweisen Sie die Giiltigkeit von 3 in Ihrer Struktur.



(c) Gegeben sei die Substitution [o] mit o(z) = quelle(k), o(y) = ziel(l), o(z) = z1, o(z;) =
xiyq fir i > 1, o(k) =1, o(l) = k, o(m) = ky und o(k;) = kipq fiir ¢ > 1. Geben Sie
eine Formel ¢ an mit z,y,m € Free(p) und z,z,l € Bound(y), so dass [o] nicht zulissig
fiir ¢ ist (und begriinden Sie die Nicht-Zuléssigkeit). Bestimmen Sie dann eine zulissige

Umbenennung (r), so dass [o] zuldssig fiir ¢(r) ist, und geben Sie p(r)[o] an.

Aufgabe 7 (2+2 Punkte)
Gegeben sei die Signatur ¥ = (S,0P, R), wobei S = {s}, OP = {f} mit f: s — sund R = {P}
mit P : (s). AuBerdem seien z,y € X,. Uberpriifen Sie die folgenden Formeln auf Allgemeingiiltig-
keit (jeweils mit Nachweis):

(a) o= (=P(x) Vv Qy.f(z) =y)) vV (P(x) A=(Cy.f(z) =y)).
(b) ¢ = (=P(z) Vv (3y.f(z) =y)) A(P(x) A\=Fy.f(z) = y)).

Aufgabe 8 (1,5+1,5+2+1 Punkte)
Gegeben seien ¥ = (S,0P,R) mit S = {s1,82}, OP = {f} mit f : s; = s2 und R = (} sowie
X5, ={z,y,2,21,29,...} und X, = {u,v,w,uy,us,...}.

(a) Formulieren Sie eine Formel ¢, so dass die Modelle A von ¢ genau die Strukturen sind, fiir
die fa injektiv ist, d. h. je zwei verschiedene Elemente aus A,, haben verschiedene Bilder
unter f4.

(b) Formulieren Sie eine Formel ¢, so dass die Modelle A von ¢ genau die Strukturen sind, fiir
die fa surjektiv ist, d. h. jedes Element aus A;, hat mindestens ein Urbild in A, unter f4.

(c) Zeigen Sie, dass weder ¢ IF 1) noch ¢ IF ¢, indem Sie ein A € Modx(¢) \ Mods (1)) und ein
B € Modsx(¢) \ Mods(¢) angeben.

(d) Zeigen Sie, dass Mods(p) N Mods(¢)) # 0, indem Sie eine X-Struktur C' mit C = ¢ und
C = 1 angeben (in einem solchen C' ist fe also bijektiv).



