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Algebraische Spezifikation

Aufgabe 1

15 Punkte

Diese Aufgabe bezieht sich auf die Spezifikation SP; = (31, F1) und die Algebren A und B auf
Seite 13.
Entscheidet, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und kreuzt entsprechend an! Fiir
jede richtige Antwort gibt es 1,5 Punkte, fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen,
wobei es jedoch minimal 0 Punkte fiir die ganze Aufgabe gibt.

Aussage wahr | falsch
1. | “add(cat,put(cat))” ist ein Grundterm.
2. | “put(cat) = add(put(cat),best)” ist eine Grundgleichung.
3. | Es gibt einen injektiven Homomorphismus h: A — B.
4. | Es gibt einen surjektiven Homomorphismus hA: Ty — B.
5. | Ty ist eine Repriasentantenalgebra zu der Quotiententermalgebra T'spy
von SP1.
6. | Die Gleichung “(e3) : add(cat,put(cat)) = put(cat)” gilt in allen
Algebren C' € MOD(SP1).
7. | Die Algebra B ist operationserzeugt.
8. | Die Algebra A ist initial korrekt.
9. | Sei D eine operationserzeugte Algebra, dann gibt es fiir jedes Element
d einer Tragermenge in D einen Grundterm, der zu d ausgewertet wird.
10. | Sei = eine Kongruenzrelation und f: s — s eine Operation in der
Signatur ¥, dann gilt f(r;) = f(r2) = r1 =19
Lésung:
Begriindung wahr | falsch
1. | Der Term passt zu der vorgegeben Signatur. X
2. | Sortenkonflikt. X
3. | Nicht moglich, da |Agoup| > |Bgroup|- X
4. | Nicht moglich, da cat der einzige Term zur Sorte pet ist. X
5. | Nicht moglich, da die Terme aus Gleichung (el) gleich ausgewertet X
werden.
6. | Gilt, da die Gleichung aus (el) abgeleitet werden kann. X
7. | Nein, da fiir by kein Grundterm existiert. X
8. | Nein, da sie nicht operationserzeugt ist (z.B. as). X
9. | Ja, weil D operationserzeugt ist. X
10. | Gegenbsp.: Sei f(z) = 1 fur alle x € Ay = {0,1,2,3} und = die X
Diagonalrelation auf A;.




Fiir die folgenden Aufgaben sind die Spezifikation SPy = (35, Es) und die SPy-Modellalgebra
M auf Seite 13 gegeben.

Wir wollen zeigen, dass SPs initial korrekt beziiglich der Algebra M ist und benutzen dazu das
Beweisverfahren “schrittweise Korrektheit”.

Wir wihlen die Spezifikation SP’ = (X', E') C SPy so, dass sie nur frei erzeugende Operationen
enthélt, also:
opns: t: — bool
f: — bool
empty: — queue
enq: bool queue — queue
vars: keine
eqns:  keine

Aufgabe 2 12 Punkte

SP' initial korrekt beziiglich M|gp:

Da die Spezifikation SP’ keine Gleichungen enthélt ist die Reprisentantenalgebra R gleich der
Termalgebra Tyy. Es bleibt zu zeigen, dass die Termauswertung eval(M): Tsy — M bijektiv ist:

Injektivitat:
Seien s, 8" € Ty poo1 Mit eval(M )poo1(s) = b = eval(M )poo1 (s).

Seien s, 8" € Ts quene Mit eval(M )quens(s) = w = eval(M )queue(s').
Induktion iiber die Lénge von w:
Induktionsanfang: |w| =0

Induktionsvoraussetzung:

Fiir ein Wort v der Lénge |v| = n und Terme 7,7" € T5y guene mit eval(M)guene(r) = v =
eval(M )quens (7') gilt 7 =1’

Induktionsschritt: |w| =n+1



Lésung:

Injektivitat: Seien s,s" € Ty poo1 - - -
Firb=0gilt s=f=¢,flirb=1gilt s=t=7¢". 2 Punkte
Seien s, 5" € Tsr queve - - -
Induktion iiber die Lénge von w:
Induktionsanfang: |w| =0
Fiir w = X gibt es in T3y nur den Term empty mit eval(M )queue (empty) = A. Daher muss
s = empty = s’ gelten. 2 Punkte
Induktionsvoraussetzung: ...
Induktionsschritt: jw| =n+1
In 3 existiert nur die Operation enq, die zu einem lidngeren Wort fithrt. w hat entweder
die Form 1.v oder 0.v. Im ersten Fall miissen s = enq(t,r) und s’ = enq(t,r’), im zweiten
Fall s = eng(f,r) und s’ = enq(f,7’) gelten. Da |v| = n und eval(M)gueue(r) = v =
eval(M )quene (') gelten, ist die Induktionsvoraussetzung anwendbar, und es gilt » = r/
und damit auch s = ¢'. 4 Punkte

Surjektivitat:

Lésung:

Surjektivitat: Fiir jedes b € {0,1} = Myoo1 gibt es den Term

£ b=0
S:{t 7b:1 ECZjE/,boolu

sodass eval(M )pe01(s) = b. 2 Punkte
Fiir jedes w = b;. .. .. b € {0,1}* = Mgueue gibt es den Term

s = enq(s1, . ..enq(Sm, empty)) € T queue

o t 7bi
i t 7bi

sodass eval(M )quens (s) = w. 2 Punkte

mit

0
1 € TE’,boob



Aufgabe 3 8 Punkte

Sortengleichheit:

Die Sorten von SP’ und SP, sind offensichtlich gleich.

M erfiillt E, \ E":

Gleichung (1:

Gleichung (2):

Gleichung (3):

Lésung:

Gleichung (D): Sei ass eine beliebige Variablenbelegung (D) hat keine Variablen).
Dann gilt:
xeval(ass)queve(deq(empty)) = deq,,(A) = A = xeval(ass)quewe (€mpty)

2 Punkte
Gleichung (2): Sei asspo01(b) = .
Dann gilt:
xeval(ass)queue(deq(enq(b7 empty))) = deq,,(z) = A = xeval(ass)queue(empty)
2 Punkte
Gleichung (3): Sei asSp001(b) = T, aSSpoo1(C) = ¥ UNd aSSquene(q) = w.
Dann gilt:
xeval(ass)queue (deq(enq(b, enq(c, q)))) =
€T ,fijr w= A\
deqy, (z.y.w) = YTy ... Tpo1 firw=umx..... Ip und
xeval(ass)quene (enq(b, deq(eng(c, q)))) =
+ de ( w)_ €T ,ﬁirw:)\
-aeq (Y. w) = LY.Ly .. .. Tpo1 fUrw=maxy..... T
4 Punkte



Aufgabe 4 (Zusatzaufgabe) 10 Zusatzpunkte
SP’' C SP, ist vollstindige Erweiterung;:

Es ist zu zeigen, dass fiir alle s € Ty, ein s’ € Tsy mit s =p, s’ existiert. Dies zeigen wir mit
struktureller Induktion.

Induktionsanfang;:
S T D
S
B = 1] O

Induktionsvoraussetzung:
Fiir p € T, poor existiert ein p’ € Ty poo1 mit p =g, p'.
Fiir 7 € T, queue €xistiert ein 1’ € Tsv guene mit r =g, 1.

Induktionsschritt:
S = I (D, 1) et
S = A (T ) o
Losung:
Induktionsanfang:
s=1t:5=1t € T% poo1 1 Punkt
s=1Ff:s=1 €Ty o 1 Punkt
5 = empty: s = empty € T¥/ queue 1 Punkt
Induktionsschritt: v
s =enq(p,7): s =enq(p,r) =g, enq(p’, ") € T> queue 2 Punkte

s =deq(r): s =deq(r) EI\I;Q deq(r')
Induktion iiber 7'
[A: deq(r’) = deq(empty) 5%2 empty € 75 queue
IV: deq(r") =g, " € T/ queue
IS: deq(r’) = deq(enq(p”, "))

Fallunterscheidung:
r” = empty: deq(enq(p”, ")) 5%2 empty € 15 queue
o v
" = enq(p™, r"): deq(enq(p”, ")) E@Ez enq(p”,deq(r")) =g, enq(p”, ") € Tx/ queue

5 Punkte

Damit sind alle Bedingungen des Satzes zur schrittweisen Korrektheit erfiillt und SPs ist initial
korrekt beziiglich M. O



Petrinetze

Die folgenden Aufgaben 5, 6 und 7 beziehen sich auf das Netz N; und die Markierungen M,
und M, auf Seite 14.

Aufgabe 5

15 Punkte

Entscheidet, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und kreuzt entsprechend an! Fiir
jede richtige Antwort gibt es 1,5 Punkte, fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen,

wobei es jedoch minimal 0 Punkte fiir die ganze Aufgabe gibt.
Aussage wahr | falsch
1. | ¢t und t4 sind beziiglich M; im Konflikt.
2. | ty und t4 sind beziiglich My im Konflikt.
3. | Das Netz (Ny, M) ist lebendig.
4. | Das Netz (N, M) ist beschrénkt.
5. | Unter M, ist die Schaltfolge M; EN M5 N My EN M; 2N Mg moglich.
6. | I,: P— Zmit (I,(p1),...,1,(ps)) = (1,1,0,1,0) ist eine P-Invariante
von Vj.
7.0 Ii: T — N mit (L(t1),...,L(t1) = (1,1,2,0) ist eine T-Invariante
von Vj.
8. | Fiir die Kausalrelation < gilt: py <y p1
Sei (N, M) ein P/T-Netz mit Netzkomplementierung (N, M').
9. | Wenn ¢; in N’ unter M’ aktiviert ist, dann ist ¢; auch in N unter M
aktiviert.
10. | Die entsprechenden Markierungsgraphen MG und MG’ sind isomorph.
Lésung:
Begriindung wahr | falsch
1. | Konkurrenz um Token auf ps X
2. | Token auf p3 ausreichend X
3. | Alle Transitionen lebendig X
4. | Auf p; sammeln sich unbeschréinkt Token. X
5. | t3 sorgt fiir genug Token auf ps. X
6. | p; und py schalten im Kreis und p4 ist nur mit einer ,,Self-Loop“ ver- X
bunden.
7. | Zweifaches Schalten von 3 stellt die verbrauchten Token auf p3 wieder X
her.
8. | Uber t3, p3, ta, po und t; X
9. | Aquivalenz des Schaltverhaltens X
10. | MG beriicksichtigt Kapazititen, MG" enthilt Komponenten fiir alle | (X) (X)
moglichen Tokenanzahlen. Aussage 10 gilt nicht, falls eine Stelle durch
eine Kapazitidt n # w beschrankt ist.




Aufgabe 6 15 Punkte

Ergénzt den folgenden Erreichbarkeitsgraphen von (N7, Ms)! Gebt also die jeweils schaltenden
Transitionen an und berechnet die resultierenden Markierungen, die Thr analog zu der gegebenen
Markierung Ms in der Form (M (py), ..., M(ps)) angeben kénnt.

(Mg = (1,0,3,2,0)H

(7}

|
)

( (1,0,2,2,1) M (0,1,0,2,1) M (1,0,0,2,1) ]

ty

( (1,0,1,2,2) ]

ty

[ (1,0,0,2,3) ]

(1 Punkt pro Markierung, 1 Punkt pro Transition)




Aufgabe 7 13 Punkte

(a) Gebt die Netzkomplementierung (N7, M) des Netzes (N1, M;) an!

(b) Gebt anschlieend fiir (Ny, M{) die Markierungen der folgenden Schaltsequenz in der Form
(M(p1),...,M(ps),...) an: M] & M} 25 M Lo M.

(c) Zeigt, dass t3 unter M nicht aktiviert ist.

Lésung:

a) 2 Punkte pro zusétzlicher Stelle, 1 Punkt pro zusétzlicher Kante
b) 1 Punkte fiir jede Markierung
¢) 1 Punkt: N} = (P}, T4, F}, K3, W), 5 € ots, aber (75, t5) > My(75) = 0.



Die folgenden Aufgaben 8 und 9 beziehen sich auf das Netz N, (mit unbeschrinkten Kapa-
zitéten) auf Seite 14.

Aufgabe 8 11 Punkte

a) Erginzt die folgende Matrix-Darstellung Ny von N,!
Ny = (P, T, pre, post) mit
P = {p1,p2, p3,pa}

T = {t17 t27 t3}
pre =
post =
Lésung:
03 3 6 0 0
4 0 0 0 2 2
rre=1 9 0 o post = 00 2 6 Punkte
000 001
b) Berechnet die P-Invarianten von Ny!
Lésung:
_i _‘;’ _2 6 —4 0 0
I= I"'=| =3 200
002 -3 2 21
0 0 1
IMz2=0 = xgzg-xl und x4 = —2 - 23
=  Die P-Invarianten sind {s-(2,3,0,0)" +¢-(0,0,1,—2)" | s,t € Z}. 5 Punkte

10



Aufgabe 9 11 Punkte

a) Sei M eine Markierung fiir das Netz Ny mit: M(p;) = 6, M(ps) = 0, M(p3) = 0 u
M(ps) = 0. Gebt (visualisiert) ein Prozessnetz von N, fiir die Schaltsequenz M 12, M,
MQ t—1> M3 an!

b) Gebt die nebenldufigen Transitionen dieses Prozesses an!

c) Gebt alle mit der Kausalrelation des Prozessnetzes vertriglichen totalen Ordnungen der
Transitionen an!

I pl p1 p1 pl pg %

pl
8 Punkte
b)
to und t3 sind nebenldufig. 1 Punkt
c)
ty <13 <1y und ts <1y <1y 2 Punkte

11
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Signaturen und Algebren

Fiir Aufgabe 1:

SP1 = A B
sorts: pet Aper = {a1,a2, a3} Bper = {b1, b2}
group Agroup = P(Apet) Bgrow = {(b1,02)}
opns: cat: — pet caty € Apet catp € DBpet
caty = ay catg = by
best: — group bests € Agroup bestp € Bgroup
besta = {ay,az,a3} bestp = (b1, by)
put: pet — group put 4 Aper — Agroup puty: Bpet — Beroup
z— {z} x +— (b, ba)
add: pet group — group | adds: Apet X Agroup — Agroup | @ddp: Bpet X Bgrouwp — Bgroup
(2,y) — y U {z} (@,y) — (b1, b2)
vars: I: pet
eqns: add(z, put(z)) = put(z)

(e1)
(€2)

add(z,best) = add(cat, best)

Fiir Aufgaben 2, 3 und 4:

SPy = M
sorts: bool Myoor = {0, 1}
queue Mguene = {0,1}*
opns: t: — bool ty =16 Myoor
f: — bool far =06 Myoor
empty: — queue empty,, =\ € ]\4queue
enq: bool queue — queue | enq,;: Myoor X Mgueve — Maueue
(x,w) — x.w
deq: queue — queue deq;;: Mauene — Magueue
wr—>{ A L fallsw = A
w' falls w =w' .2, W € Mgewe, T € Moo
vars: b, c: bool,q: queue
eqns: (D deq(empty) = empty

(2 deq(enq(b, empty)) = empty
(® deq(enq(b, enq(c, q))) = enq(b, deq(enq(c, q)))

13




Petrinetze

Fiir Aufgaben 5, 6 und 7:

2

y2
131

2

y2
1 \ / tQ 1ty

o O

D2 bs
(N17 MQ)

Kanten ohne Beschriftung haben ein Gewicht von 1 und Stellen ohne Beschriftung eine Kapa-
zitat von w.

Fiir Aufgaben 8 und 9:

14



