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Algebraische Spezifikation

Fiir die folgende Aufgabe ist die Spezifikation RS = (€2, F') mit den Algebren X und Y gegeben.

RS = X Y

sorts: T X, ={A,V,$} Y ={%.0}
s X ={O} Yo ={+}

opns: a: —r ay € X, axy = < ay € Y, ay =
b: — s bx € X, bX:O by € Y; by =%
c:r—s cx: Xy — X x— ) cy: Yy = Y, T %
dirs—s dx: Xpyx X —=Xs () — O dy: Yo xY, =Y, (z,y)—

vars: X:r

eqns: @ c(x) =b

Aufgabe 1

Entscheidet, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und kreuzt entsprechend an! Fiir
jede richtige Antwort gibt es einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen,
wobei es jedoch minimal 0 Punkte fiir die ganze Aufgabe gibt.

Aussage wahr | falsch
d(a, c(a)) ist ein Grundterm.

c(a) = d(c(a),b) ist eine Grundgleichung.

Es gibt einen injektiven Homomorphismus A: X — Y.

Es gibt einen surjektiven Homomorphismus h: T — X.

ist in X und Y giiltig.

Es gilt d(a, c(a)) = d(a,d(a,b)).

Es gilt INIT(RS) € MOD(RS).

Sei SP = (3, ), dann ist T, eine Représentantenalgebra zu Tgp.

Sei A € INIT(SP), B € MOD(SP), B operationserzeugt und
h: A — B injektiv, dann gilt B € INIT(SP).

Sei ~ eine Kongruenzrelation und f: s s — s € ¥, dann gilt
T~y = £(ry,re) ~ £(re,71)
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Lésung:

Begriindung

wahr

falsch

Offensichtlich

Sortenkonflikt

Nicht maéglich, da | X, | > |Yz]

Nicht moglich, da a einziger Term zur Sorte r

| <] A

[ Xs| = [Ye| =1

Gilt in X und Y, folgt nicht aus

Initiale Algebren erfiillen die Spezifikation.

Ohne Gleichungen hat jede Aquivalenzklasse genau einen Term.
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h auch surjektiv, da B operationserzeugt
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Kongruenz ~ symmetrisch und unter Operationen abgeschlossen
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Fiir die folgenden Aufgaben sind die folgende Spezifikation SP = (¥, F) und die SP-Algebra

A gegeben:
SP = A
sorts: nat Apar = N
list A = N*
opns: z: — nat Zp € Apar z4=0
s: nat — nat SA: Apar — Apat n—n-+1
empty: — list empty, € Ajige empty, = A

ladd: nat list — list ladda: Apas X Arise — A1 (n,0) — nul
radd: list nat — list radds: Ajise X Apas — Arie  (I,n) — ln
vars: m,n:nat,l: list
eqns: (D radd(empty,n) = ladd(n, empty)
(@ radd(ladd(m,1),n) = ladd(m, radd(1,n))

Aufgabe 2
Ergénzt die Termalgebra T+,!

TE,list S
ZTy, € TZ,nat7 G T e e e e e e e e
STu: Txinat = Tonat, & 5 oo

empty . € Ty 1ist, BT DL Yy, = et

laddyy @ Ty nat X Tx1ist — I3 1ist, (xay) =

raddr,: Tx1ist X Txnat — Ty 1ist, (xay) =

Lésung:
Tsnae = {2} U{s(t) |t € Tx pat }

TZ,list = {empty} U {ladd(n, l) | nec TZ,nat7l € TE,liSt} U
{radd({,n) |l € Tx 115, 7 € Txpar }

zry, € Txpat, 21, = Z

571 Txnat — Txnat, T+ ()

emptyy, € Ix1is, emptyy, = empty

laddry : Tspat X Txaist — Txaist, (2,y) — ladd(z,y)

raddTg: TZ7list X TZ,nat - TE,lista ([L’, y) = radd(x, y)



Aufgabe 3

Wir wollen zeigen, dass SP initial korrekt beziiglich der Algebra A ist. Vervollstindigt hierzu
den folgenden Beweis mit schrittweiser Korrektheit!

Wahl der Spezifikation SP' C SP:

Wir wihlen die Spezifikation SP" = (3, E’) C SP so, dass sie nur frei erzeugende Operationen

enthalt, also:
SP’=

sorts: nat,list

Lésung:

SP’=
sorts: nat,list

opns: z: — nat
s: nat — nat
empty: — list
ladd: nat list — list



SP' initial korrekt beziiglich A|gp::

Da die Spezifikation SP’ keine Gleichungen enthélt ist die Reprisentantenalgebra R gleich der
Termalgebra Tsv. Es bleibt zu zeigen, dass die Termauswertung eval(A): Ty, — A bijektiv ist:

Injektivitat:

Lésung:
Injektivitat: Seien t,t" € Ty par mit eval(A)pas(t) = n = eval(A)pas(t'). Dann gilt:
t=s"(z) =t
Seien t,t" € Tsy 155, mit eval(A)yise(t) = Ny ... 0y = eval(A)1ise (). Dann gilt:

t = 1ladd(s"'(z),...ladd(s""(z), empty)) = ¢’

Surjektivitat: Fiir jedes n € N = A, gibt es den Term
t — Sn(Z) 6 TE’,nat

mit eval(A)pas () = n.
Fiir jedes w =ny...n,, € N* = Aj;,, gibt es den Term

t = ladd(s"(z),...1ladd(s""(z), empty)) € Ts 1ist

mit eval(A)1i¢(f) = w.



Sortengleichheit:
Die Sorten von SP’ und SP sind offensichtlich gleich.
A erfiillt £\ E':

Gleichung (1:

Lésung:

Gleichung (D: Sei assyat(n) = 2.

Dann gilt:

xeval(ass)yise(radd(empty,n)) = A.x = = .\ = xeval(ass)1is:(1add(n, empty)
Gleichung (2): Sei aSSpat(m) = 2, aSSpat(n) = y und assyige(l) = w.

Dann gilt:
xeval(ass)iise(radd(ladd(m, 1),n)) = (z.w).y = z.(w.y) = xeval(ass)1ist(ladd(m, radd(1,n))



SP' C SP ist vollstindige Erweiterung:

Es ist zu zeigen, dass fiir alle t € Ty, ein ¢ € Ty mit t ~g t' existiert. Dies zeigen wir mit
struktureller Induktion.

Induktionsanfang:
b o
L= 1 v

Induktionsvoraussetzung:
Fiir r € Ty pay existiert ein v € Ty pay mit 7 ~p 1.
Fiir s € Ty 115t existiert ein s" € Ty 155 Mit s ~pg 8.

Induktionsschritt:

b= (T ) o
b= LaAA (T, 8 ettt

b= LAAA (S, 1) ottt

Lésung:

Induktionsanfang;:
t=z:t=2¢€ Ty pat
t = empty: t = empty € Ty 1ist
Induktionsschritt:
t=s(r):t=s(r) g s(1") € Tx/ nat
t =1ladd(r,s): t = ladd(r, s) ~g ladd(r', s') € Ty 1iae
t = radd(s,r): t = radd(s,r) g radd(s’,r’)
Induktion iiber s
IA: radd(s’,r’) = radd(empty, ') r\@E ladd(r’, empty) € Tsr 1ist
IV: radd(s”,1") ~g 8" € Ts 11st
IS: radd(s’, ') = radd(ladd(r”,s"”),r") ~®E ladd(r”, radd(s”, "))

vV
~p ladd(r”, S”/) € TZ}’,list

Damit sind alle Bedingungen des Satzes zur schrittweisen Korrektheit erfiillt und SP ist initial
korrekt beziiglich A. a



Aufgabe 4

Es soll nun ein Operationssymbol inv: list — list hinzugefiigt werden. Die Operation soll die
Reihenfolge einer Liste umkehren, ihre Interpretation in der Algebra A ist also invs: Ajjee —

Ajige mit ny...n, — ng...nq. Spezifiziert diese Operation durch eine geeignete Menge an
Gleichungen!

Lésung:

inv(empty) = empty
inv(ladd(n,1l)) = radd(inv(1l),n)



Petrinetze

Fiir die folgenden Aufgaben ist das folgende P/T-Netz N mit den Markierungen M; und M,

gegeben:

2 2

p2@2 D4 ]92@2 D4

(N, My) (I, My)

pl@i ;?D%\ ) pl@i ;t@%\ 2
ity )\ /

Hierbei haben, wie iiblich, Kanten ohne Beschriftung ein Gewicht von 1 und Stellen ohne Be-

schriftung eine Kapazitat von w.

Aufgabe 5

Entscheidet, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und kreuzt entsprechend an! Fiir
jede richtige Antwort gibt es einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen,

wobei es jedoch minimal 0 Punkte fiir die ganze Aufgabe gibt.

Aussage

wahr

falsch

t; und ¢, sind beziiglich M; im Konflikt.

t; und ¢, sind beziiglich M im Konflikt.

Das Netz (N, M,) ist lebendig.

Unter Ms ist die Schaltfolge My LN M, L, M, s, M5 moglich.

(1,1,0,0)" ist eine P-Invariante von N.

1
2
3.
4. | Das Netz (N, M;) ist beschriankt.
5
6
7

(0,3,2)1 ist eine T-Invariante von N.

8. | Fiir die Kausalrelation <y gilt: ps <y p3

Sei (N, M) ein P/T-Netz mit Netzkomplementierung (N’, M’).

9. | Wenn ¢; in N unter M aktiviert ist, dann ist ¢; auch in N’ unter M’
aktiviert.

10. | Die Erreichbarkeitsgraphen EG ), und EGj sind isomorph.




Lésung:

Begriindung

wahr

falsch

t1 nicht aktiviert./Token auf ps ausreichend.

X

Konkurrenz um Token auf ps.

t; kann nur einmal schalten.

Auf p, sammeln sich unbeschréinkt Token.

Nach Schalten von t; ist ¢ nicht mehr aktiviert.

Die Invariante miisste (2, 1,0,0)" lauten.

1 Token zu viel auf py.

ikt aibsile

Zirkel iiber t9, py und t3.

O PN e 0=

Aquivalenz des Schaltverhaltens
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Aufgabe 6

Ergénzt den folgenden Ausschnitt des Erreichbarkeitsgraphen von (N, M;)! Gebt also die jeweils
schaltenden Transitionen an und berechnet die resultierenden Markierungen, die Ihr analog zu
der gegebenen Markierung M in der Form (M (py), M (p2), M (ps), M (p4)) angeben konnt.

(Ml — (2,1, 3,0))
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Aufgabe 7
Gebt die Netzkomplementierung (N’, M]) des Netzes (N, M;) an!
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Es sei nun das folgende P/T-Netz Ny (mit unbeschriankten Kapazititen) gegeben:

1

Aufgabe 8

Ergénzt die folgende Matrix-Darstellung N, von Ny!
Ny = (P, T, pre, post) mit

P = {p1,p2, 3,4}

T = {t1,ts,t3,14}

Lésung:

P: {p17p27p3ap4}
T - {t17t27t37t4}

0200
pre — 1 000
— 0040
0 3 0 4
2000
post 0100
— 0 20 2
006 1
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Aufgabe 9

Berechnet die P-Invarianten von Ny !

Losung:
2 =2 0 0
-1 1 0 0
=1 0 2 -4 2
0 -3 6 -3
2 —=1 0 0
T -2 1 2 =3
- 0 0 —4 6
0o 0 2 =3
lT =10

x2:2~x_1 und 3-z4 =2 23
Die P-Invarianten sind {s- (1,2,0,0)" +¢-(0,0,3,2)T | s,t € Z}.
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Aufgabe 10

Gebt ein Prozessnetz fiir das Schalten der Transitionen t3, t9, t; und t4 unter der Anfangsmar-
kierung M mit M (py) =2, M(p2) =0, M(ps) =4 und M(ps) = 1 an!

Lésung:
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