Lésungen zur Ubung 12 WS 07/08

Losung der Aufgabe 1

Die gewiihlte Anregung wird ein elektrisches Feld hervorrufen, das allein y—gerichtet und
von der Koordinate y selbst unabhéngig sein wird

E=¢,E(z,2)

Es werden also nur sogenannte H,,o—Wellen angeregt (das elektrische Feld ist rein trans-
versal und der Index 0 zeigt die fehlende y—Abhéngigkeit). Wir kénnen damit sofort eine
skalare Wellengleichung fiir das elektrische Feld in der Form

’E D
g+ g = )
kg
angeben, wobei kg die Phasenkonstante der freien Wellen darstellt. Im allgemeinen Fall
bei beliebiger Anregung wird natiirlich eine vektorielle Wellengleichung zu losen sein.
Dann wird man auf die in der Vorlesung beschriebenen Potentiale zuriickgreifen miissen.
Mit dem Produktansatz von BERNOULLI E(z, z) = X (x) - Z(z) a8t sich (1) separieren

1 d*X  1d*°Z

— — ki =0
X da? + 7 dz? o '
—_—

so dafl sich die folgenden Ansétze fiir das elektrische Feld in den beiden Teilrdumen
ergeben

E9(z,z) = Z (AS) oS kgnt + B sin kunz) - (CF e 7Fen? 4 O e Tken?)

n

E9(z, 2) = Z (Aﬁ;” oS kgnz + B\ sin kypx) - s (2)

n

Im Raum (7) miissen vor—und riicklaufende Wellen berticksichtigt werden, wahrend im
Raum (a) wegen der fehlenden Begrenzung des Hohlleiters in z—Richtung nur vorlaufende
Wellen auftreten werden. k., sind die Ausbreitungskonstanten der entlang des Hohlleiters
gefiihrten Wellen, die aus der Separationsgleichung

Ko+ ki = kg (3)

folgen.

Erfillung der Randbedingungen
(i) Verschwinden der elektrischen Feldstirke an der Wand x = 0 fiir beide Rédume:

Elomg=0 — AD=AP =0
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(7i) Verschwinden der elektrischen Feldstarke an der Wand = = a fiir beide Réume:

Eloca=0 — sinkgpa=0 — kn="2 . n=123,...
a

Wir kénnen jetzt feststellen, unter welchen Umsténden sich Wellen mit der Phasenkon-
stanten k,,, im Hohlleiter tatsichlich ausbreiten:

: nmw
Wellenausbreitung: k2, >0 — ko> o
Die Wellenldnge der Hohlleiterwellen ist dann
A 2a
A = e N T
A n
1= (52) _ (4)
Ao Wellenlénge der freien Wellen
Ao - Wellenlénge der Hohlleiterwellen

(i4i) Verschwinden der elektrischen Feldstéirke an der Wand z = 0
E’Z:():O — C;—FC;:

Damit erhalten wir reduzierte Ansatze in der Form

00
nmx

E® = Z DY sin — sin k,, 2

B = Z D9 sin I o =hen
a
n=1

(iv) Stetigkeit der elektrischen Feldstdrke an der Trennstelle z = h beider Rdume:
E(i)|zzh = E(“)|Z:h — fo) sink,,h = Dfl“) ¢ THkenh

d.h. mit der Abkiirzung F,, = DY) eikanh wwird aus den Ansitzen

E® = ZF o “Hkanh gin ML ko
a

) . nwxr o,
E@ = g F, sin k., hsin —— e “ken?
a
n=1

(v) Beriicksichtigung des Stromfadens in der Ebene z = h:

(Hy = HY) lsmn = Jp(2)

T
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Wegen
OFE OFE )
VXxE=V x (eyE) = —exa + eZ% = —JW/LQH
folgt zunéchst
j = .. —ik. h —ik. h . nmx
— k.o F), k,nh e % Jan k.nh —=J
o 51 \(J sin e + e oS )lsm ” ()

=1
Im Zuge der nun erforderlich werdenden Orthogonalentwicklung wird diese Beziehung
mit sin #™* multipliziert und iiber den Orthogonalitdtsbereich 0 < x < a integriert

) o a I c+o
. nmwxr . mnx A . ommnx
d E k., F, | sin — sin dr =lim — [ sin dx
Wit a a 5—0 20 a
n=1 0 c—0

N J/

_ agn
2%m
Das Integral auf der rechten Seite gibt den Ausdruck
a { mm(c—9) m7r(c—i—5)} 2a . mmc . mmo
— Q€08 — = — oS ———

= —sin sin
mm a a mm a a
und wegen
. sinz
lim =1
z—0

erhalten wir schluflendlich die gesuchten Konstanten in der Form

p k 1o,
20 i TC = iy Y sin TS By =220z = [P (7

zn a zn a a €o

und damit das gesuchte Gesamtfeld

. 0 k .
(8)
E® (z,2) = —2jEp ,?:1 Z(; sin % sin nT:ra: sin k., h e 7Fn?

Der zeitliche Verlauf der magnetischen Feldlinien ergibt sich, wenn man die Funktion
f(z,2,t) = Re {jE(x, 2) e/T}
konstant hilt!. Die Bilder zeigen die Feldausbildung fiir den Fall
h A
02 , 2=07 , h=2%

a a 4
A, ist hier die Wellenlénge der fiir diesen Fall allein ausbreitungsfahigen H;o—Welle.

Lwarum eigentlich?
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Losung der Hausaufgabe

Einfallende Welle:

E

ye

. T .
- EO S111 7 € Jk=02 s H:ve — _Eye/ZFO

mit kzO = \/u)2€0,uo — 7T2/6L2 s ZFQ = wuo/kzo

Transversalfeld fiir z < 0:
T —jkeoz +ikz02 - —jkz02 +ikzo0z
Eylegsm—{e 0% 4+ Re™" } , Hpy=———sin— e 770" — Re™" }
a

Transversalfeld fir z > 0:

Ey T
E,
F a

mit k, = \/w2505ru0 —7m2fa? | Zp=wuo/k,
Stetigkeitsbedingungen fiir z = 0:
Eyl :Eyg — 1—|—R:D2J Siﬂk’zl

A
Hy=Hyo — 1-R=D27 cosk.l
g

Die Division der eben hergeleiteten Gleichungen ergibt den Reflexionsfaktor

1-R JZFO JZF tankzl+Zp0

)

9 = P sin %I D { e k(zl) e*jkz(z*l)} , Hyo = - sin — D { e k(D) 4 e“kz(z*l)}



