Lésungen zur Ubung 5 WS 07/08

Losung der Aufgabe 1

a) Als erstes betrachten wir das sogenannte primdre Potential einer Stromquelle I am
Ort r = a, ¥ = 0 und einer Stromsenke —/ am Ort r = a, ¥ = 7, wobei der gesamte
Raum die Leitfdhigkeit x haben soll.

Abbildung 1: Punktformige Stromquelle und -senke im homogenen Gesamtraum der
Leittahigkeit x

Das Potential, das sich einstellen wird, ist Losung der LAPLACEgleichung, die wir hier in
Kugelkoordinaten verwenden. Da die Anordnung rotationssymmetrisch ist, und aufler-
dem keine Singularitéiten (aufer natiirlich direkt auf den punktformigen Stromquellen)
zu erwarten sind, lassen sich sofort die Ansétze

aufstellen, die bereits einen stetigen Ubergang des Potentials auf der Fliche r = a
garantieren. Es werden nur die LEGENDREpolynome ungerader Ordnung verwendet,
da das Potential beziiglich der Ebene ¢} = 7/2 eine ungerade Funktion sein wird. Die
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LEGENDREpolynome erfiillen die Orthogonalititsrelation!

1 m
/Pn(u)Pm(u) du= 87 mm =135 2)

0

Nun stellen wir uns die punktféormigen Stromquellen als Grenzfall einer flichenhaften
Stromquellenverteilung? ix () vor, fiir die gilt
w/2
27ra2/z’F(19) Snd dd =1 , ip(0)=0 fir 9401 (3)
0

Dies ist analog einer Punkt- bzw. Flachenladung in der Elektrostatik und aufgrund der
Analogie des stationédren Stromungsfeldes mit der Elektrostatik ist dann auf der Fldache
r = a die Stetigkeitsbedingung
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einzuhalten. Daraus lassen sich die noch unbekannten Koeflizienten A,, bestimmen. Dazu
machen wir von der Orthogonalitétsrelation (2) Gebrauch und multiplizieren die Stetig-
keitsbedingung beidseitig mit 2wa’P,,(u) und integrieren iiber den Orthogonalitéitsbe-
reich

1
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1,3,5

= 2ma® / ip(0)P(cos?d) sing dv =1 . (5)
0

Beim letzten Integral ist zu bedenken, dafl der Integrand nur fiir ¥ = 0 von null ver-
schieden ist, so daf§ das LEGENDREpolynom P,,(1) = 1 als Konstante vor das Integral
gezogen werden kann. In der Summe verbleibt lediglich das Glied n = m und die ge-
suchten Koeffizienten lauten

I
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INormalerweise sind die LEGENDREpolynome im Bereich —1 < u < 41 orthogonal, wenn der Index n
eine beliebige natiirliche Zahl ist. Bei Beschrankung auf ungerade oder auch gerade Indices sind die
Funktionen auch im halben Bereich orthogonal.

2bitte nicht zu verwechseln mit einer Flichenstromdichte Jp
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Das ist natiirlich noch nicht die Losung, denn wir hatten ja eingangs angenommen, dafl
der gesamte Raum die Leitfahigkeit x aufweist. Um den gemachten Fehler zu korrigieren
iiberlagern wir innerhalb der Kugel ein sekunddires Potential

) — n
o (r,9) = 2rka 21;5]3” (2) P (u) (7)

dessen Koeffizienten so zu wihlen sind, dafl auf der Kugeloberfliche die Randbedingung
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(p) ~(s) —
or ¢ ! (’I“, 79) ‘r:a—i—O + or ¢ (T‘, 19) {r:a =0 (8)

eingehalten wird, denn der Strom darf ja nicht in den nichtleitenden Auenraum aus-
treten, so daf} eine Radialkomponente der Stromdichte auf der Kugeloberfliche nicht
moglich ist. Einsetzen liefert

n+1

é(_[n+1]+an)—() — B, = o (9)

Das gesuchte Potential innerhalb der Kugel ist schliefSlich

o) = = 32 L (Y b |, (10

2TKa n a
n=1,3,5

Manchmal gelingt es, solche unendlichen Summen durch einfache Funktionen auszu-
driicken. Das Ergebnis 148t sich namlich in 2 Terme aufspalten

_oum L Ly
¢<T’ﬁ)_2¢p +27rlian_1235n<a> Pn(U)’ (11)

wobei aufgrund des Faktor 1/n der zweite Term durch Integration des ersten darstellbar

1st
r/a

27r[/£a i %(g)nPn(u) Z/%gb(”) d(g) : (12)

n=1,3,5

Es erhebt sich die Frage, was man wohl mit dieser Darstellung gewonnen hat. Der Vorteil,
alles durch das primére Potential auszudriicken, liegt darin, dafl man dieses nach Abb.
1 auch in der Form

I 2
o) = (ﬁ — ﬁ) mit M2 _ % +17 2z cos v (13)
drka \r1 1o a a a

ohne Verwendung von LEGENDREpolynomen schreiben kann. Die auftretenden Integrale
lassen sich mit Hilfe von Bronstein #258

/fid(f):—1n<2“’2+2g$260819> (14)

rTri2 a T
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16sen, und wir erhalten schliellich den geschlossenen Ausdruck

o= I (g_g_llnr1+a—rcos19) ‘ (15)

C2mka \r1 Ty 2 To4a+4rcost

Das folgende Bild zeigt die Aquipotentialflichen im Falle von diametral gegeniiber lie-
genden Stromquellen sowie fiir eine nicht rotationssymmetrische Anordnung.

Das Resultat (15) ist iibrigens nicht uninteressant. Man hétte ja vermuten kénnen, daf
analog zur Elektrostatik eine Spiegelung méoglich ist. Bei einer punktférmigen Stromquel-
le vor einem nichtleitenden Halbraum kann man z.B. mit einer gespiegelten Punktquelle
gleichen Vorzeichens rechnen. Im Falle einer Kugel geht das offensichtlich nicht mehr,
wie man am dritten Term des Ergebnisses (15) unschwer erkennt.

b) Den allgemeinen Fall kann man sich als Uberlagerung von zwei jeweils fiir sich ge-
nommen rotationssymmetrischen Anordnungen vorstellen.

In den Teilanordnungen wird jeweils eine punktférmige Stromquelle bzw. -senke durch
eine Stromquelle bzw. -senke im Mittelpunkt der Kugel ersetzt, deren Zuleitung isoliert
nach auflen gefithrt wird. Da man natiirlich in den Teilanordnungen das Koordinatensy-
stem unterschiedlich orientiert, d.h. die Rotationsachse geht immer durch beide Punkt-
quellen, muf} bei der Superpostion noch eine Koordinatentransformation durchgefiihrt
werden.
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