Lésungen zur Ubung 9 WS 07/08

Losung der Aufgabe 1

a) Das elektromagnetische Feld in den einzelnen Teilrdumen setzt sich aus vor— und
riicklaufenden Wellen zusammen. Wir verwenden die Phasorenschreibweise, wobei auf
eine gesonderte Kennzeichnung komplexer Gréflen verzichtet wird. Beachtet man, dafl
ein positives Vorzeichen im Argument der die Wellenausbreitung beschreibenden Expo-
nentialfunktion eine Welle in negative z—Richtung beschreibt, so lauten die Feldansétze:

Raum 1 H, = H, { e Mz L R e+jk1z} e,
E : .
— = Hy { e % — Ry, eﬂklz} e,
Z
Raum 2 H, = H, {A2 e*jkzz + By e+jk2z} e,
E . )
7; — HO {A2 e*szz o B2 e+JkQZ} e,
Raum 3 H3 = HO {A3 e—jkgz + Bg e+jk3z} e,
E . i
73 — HO {A3 e—Jkaz . Bg e+JkJ3Z} e,
3

Dabei sind die eingefiihrten Wellenwiderstinde Z; und Freiraumwellenzahlen k; materi-
alabhéngig und lauten:

le,/@:1207r9 , Zgzw& ) 232\/@
€o €k2 €3

2 2 2 2 2 2
ki =weopo , ky =werps , ki =wesus

Die Leitfahigkeit im Raum 2 wurde in Form einer komplexen Dielektrizititskonstanten

beriicksichtigt
. K
ek =6 (1 —]—
WEo9

Man beachte insbesondere auch die negativen Vorzeichen vor den riicklaufenden Wellen-
termen bei der elektrischen Feldstérke. Dieses hat seine Ursache in der Forderung, dafl
der Poyntingsche Vektor bei den riicklaufenden Wellen gefélligst in negative z—Richtung
zu weisen hat.

Wenden wir uns nun den Randbedingungen zu. Wir beginnen mit der perfekt leitenden
Ebene und legen willkiirlich dort den Koordinatenursprung z = 0 fest.
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Randbedingung in der Ebene z =0

1
E3 ; 0 i A3 = Bg = —03
z=0 2

Mit dieser Festlegung vereinfacht sich der Ansatz fiir das elektromagnetische Feld

Hy = HyCscosksz
E3 = —jZ3H003SiH]{Z32

Stetigkeitsbedingungen in der Fbene z = —d3

L H,

z=—d3

H2 — A2 e Hikads + BQ (S —ikads — 03 COS k3d3

z=—d3

EQ = E3 — Zg {AQ e+jk2d3 — B2 e _jk2d3} = J 2303 sin l{?3d3

z=—d3 z=—d3

Bilden wir Summe und Differenz der beiden letzten Gleichungen ergibt sich
+ikad 23
2455 = (54 cosksds + ] A sin ksds (1)
2
—ikod . Z3 .
2By e 2% = (3 cosksds — ] 7 sin ksds ) (2)
2
Stetigkeitsbedingungen in der Ebene z = —d3 — dy =: —D

!
= Hy
z=—D

H, N e+Jk1D + Rys eﬂknD = A, eﬂkzD + By eﬂkzD

z=—D

z=—D

Ey

. _ A {e+Jk1D — Riy e—Jle} = 7y {A2 e TikeD _ By e—szD}
z=—

Wieder bilden wir Summe und Differenz der beiden letzten Gleichungen und erhalten

- z : Z .
e+Jk1D <1 + 71> + ng efﬂﬂD (1 . 71> — 2A2 e+Jk2D (3)
2 2
- Z : Z .
e timp <1 — 7:) + Rype M1P (1 + 7:) = 2Bye P (4)

Jetzt gehts ans Auflésen nach dem gesuchten Reflexionsfaktor. Die Division der Glei-
chungen (1) und (2) ergibt

ZQ COS k‘3d3 +J Z3 sin ]ngg
ZQ COS kgdg — J Zg sin k?gdg

AQ = BQ € —2jkads F mit f ==
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Wir kénnen nun in GL(3) A; durch By ausdriicken und die Gleichungen (3) und (4)
durcheinander dividieren. Das Resultat ist

(Zo+ Zh) + Ria(Zy — Z7) e_QJ:le _ F o t2ikads

(ZQ — Zl) + R12(Z2 =+ Zl) e 2k D

oder nach dem gesuchten Reflexionsfaktor umgestellt

(Zl — ZQ) ferkde + (Zl —+ ZQ) e+2jk1D
(Zl + ZQ) F ¢ 2ikadz + (Zl — Zg)

12 =

b) Unter bestimmten Voraussetzungen ist es moglich bei einer bestimmten Frequenz den
Reflexionsfaktor zu Null zu machen, d.h.

Riy=0
Die genannten Voraussetzungen sind die folgenden:
(i) d3 =X3/4 — ksdg=7w/2 — F=-1
(i) do < 65 (groBe Eindringtiefe im Medium 2)
(ili) Ke/weg > 1  (Verschiebungsstrome in Raum 2 vernachldssigbar)
Damit erhalten wir als Bedingung fiir die Absorption einer Radarwelle
(Zy+ Z0) + (Zy — Zy) e T2tz L

Fiir den Wellenwiderstand im Raum 2 kann man zusammen mit der 3. Voraussetzung
schreiben

7 2 42 . WH2

2 =3/ — = ]—

€k2 - 1—j/{2 K2
2 WE9

14 2
Mit \/j _ 1) und der Skineindringtiefe d; = 4/ wird daraus
V2 Wkl
1 1+]
Ty~ —
2 K9 55

Ahnlich gehen wir bei der Berechnung der Wellenzahl im Raum 2 vor:

. K Kol
ko = wy\/Eratlo = w\/52M2 <1 - —2> Wyl 22
WE> w
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Wegen v/ —1 = 4j kénnen wir schreiben
kQ ~ :i:J K}QZQ .

An dieser Stelle erhebt sich die Frage fiir welches Vorzeichen wir uns zu entscheiden
haben. Die Mehrdeutigkeit des Ergebnisses, die uns die Mathematik beschert, mufl mit
Hilfe physikalischer Uberlegungen zu einem eindeutigen Resultat gefithrt werden. Wir
setzen das Vorzeichen so fest, dafl eine ebene Welle, die sich in einem Medium mit den
Materialeigenschaften des Raumes 2 ausbreitet, gedampft wird, d.h. mit anderen Worten

e 2 L0 fiir 2 >0 — ko =~ —jKoZo

Wegen |kods| = /2ds3 /0, < 1 nihern wir noch die Exponentialfunktion nach TAYLOR
und brechen nach dem linearen Glied ab

e+2jk2d2 ~ 1+ 2J deQ

Die Bedingung fiir verschwindende Reflexion nimmt nun die Form
(Zy — Z0)(1 + 2 kads) + Zo + 71 = 0 = 275 (1 + j ko) —271 j kodly
——— ~—~—
~1 ~ szng

an. Daraus folgt als Dimensionierungsvorschrift fiir das Medium 2

1
- “Qdﬁizvi—o
1 0

Die Frequenz der absorbierten Radarwelle kann aus der ersten Voraussetzung gewonnen
werden:

ksds = wy/esps ds =

b | 3
|
Kﬁ
I

Frequenzgang des Reflexionsfaktors

Mit der eben abgeleiteten Bedingung fiir verschwindende Reflexion, die natiirlich nur fiir
eine Frequenz gilt, 148t sich der Betrag des Reflexionsfaktors in der vereinfachten Form

(1—n)Fe?+(1+n)

R p—
| B (1+n)Fe2+(1—1n)

(5)

mit o
_ VErmcosC+jsing
N VErn cos —jsin(
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dy
=—=(14j) = = ksd
n 7 (1+7) 5. ¢ = ksds
berechnen. Hierbei wurde auflerdem von einer konstanten Permeabilitdt p© = po des
gesamten Raumes ausgegangen und die Dielektrizitdtskonstante im Raum 3 gleich gqe,
gesetzt. Das Bild zeigt den Verlauf des Betrags des Reflexionsfaktors in Abhéngigkeit

von der Frequenz fiir verschiedene Eindringtiefen.
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Loesung der Hausaufgabe

a) Aufspalten des gesamten Feldes in einen emittierten und reflektierten Anteil

j(wet—ke-r j(wrt—ky-r
E. = E(]e eJ( et=ker) ) E, = EOr eJ( ri=krr) ) EOe = EOe € EOT =Ts EOe

r=uze,+ze, , k=kep, , we=w=w , Z= g
e, = —€e;cosa+e,sina , € =e,cosa+e,sina
k. -r=—krcosa+ kzsina , Kk, -r=krcosa+ kzsina
Einsetzen:
E. = E(]e ej(wt—l—k'a: cos a—kzsin a)ey
K — 00 = re = -1 = Er — _eyEOeej(wt—k;vcosa—kzsina)
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Eges _ Ee + E?" — EOEQJ(wt—kzsma) (ejkxcosa . e—kacosa)

>

~~

= 2jsin(kx cos @)

b) Die Wirkleistung wird in z-Richtung transportiert. Zu deren Berechnung wird die
H,- Komponente benotigt.

c)

1 OF Foe . ; ; : .
o= — L = X gjellwt=kzsina) gin oy sin(ka cos @)
jwop 0z W
Wirkleistungsdichte:
1 2F? 2
S, = 3 (ExH"), = w:e sin?(kx cos a) ksina = EEge sin?(kx cos ) sin a



