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Betrachtet wird eine homogene Bandleitung (planarer Hohlleiter) mit perfekt leitender
Berandung. Diese ist in y— und in z—Richtung unendlich ausgedehnt. Falls nicht anders

angegeben, gilt x = 0.

Tl d/2

My &5 K

d/2

Die transversalmagnetischen (TM) Felder der Bandleitung besitzen nur eine skalare

Komponente und sind unabhiingig von einer transversalen Koordinate (hier 8% =0).

H=é,H,(z,>2) (1)

1. Leiten Sie die skalare Wellendifferentialgleichung fiir die y—Komponente der ma-

gnetischen Feldstidrke im Frequenzbereich her.

Aus
& & OH OH
otH = |7 0 Z|=—&—t &t = fjwck (2)
0 H, 0

y
ergibt sich, das das elektrische Feld keine y—Komponente besitzt. Aus der Rotation der elektri-

schen Feldstérke ergibt sich damit:

G & & oE, OFE
rotk = a% % = - < B 8_;) = —jwuH. (3)
E E

I

Setzt man in diesen Ausdruck die sich aus (19) ergebenden elektrischen Feldkomponenten ein,

folgt:

1 0°H, 0°H, L 0°H, 0°H,
jTEey 92 L4 5.2 | = Jwpeyd, = 922 + 82'2 +w z—:,uH =0. (4)
:52

2. Der Grundmode der Bandleitung ist der TEM-Mode, ein Spezialfall mit a% = 0.

Geben Sie den elektrischen und magnetischen Phasor dieses Modes an.

Die Phasoren des TEM-Modes der Bandleitung unterscheiden sich nicht von denen einer x-

polarisierten ebenen Welle.

- . _’ +
H(z) = €,Hye™ = E(2)=¢& —5H eFihz = t¢, \/7H eTirz (5)

3. Bestimmen Sie die folgenden Gréflen des TEM-Modes in Abhéingigkeit der Geometrie-

und Materialparameter:
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Wellenzahl 0 = w\/ue

Wellenlénge A= %’T = w27;w

Phasengeschwindigkeit Uph = \/%

e Gruppengeschwindigkeit Vg = Vpp = \/%

4. Geben Sie den magnetischen Phasor des nichst h6heren TM-Modes an.

Die beziiglich der perfekt leitenden Berandung transversalen Komponenten der elektrischen
Feldstéirke miissen am Ort der Berandung |z| = %l verschwinden. Es ist sinnvoll einen um d/2 ver-
schobenen Ansatz zu wihlen. Ansonsten muss explizit zwischen geraden und ungeraden Moden

unterschieden werden. Der verschobene Ansatz beriicksichtigt automatisch alle Moden:

—

H(z) = é,H, cos(B,(z — d/2))eTP-=. (6)
Der TM-Mode mit der niedrigsten Cut-Off-Frequenz ungleich Null ist gegeben mit:

go=yfe - ()" (7)

5:(:: d

77
d7
5. Nehmen Sie an, es breitet sich nur dieser eine Mode mit der Amplitude 1 aus. Be-

rechnen Sie die z-Komponente des zeitabhiingigen Poyntingvektors. Beriicksichtigen

Sie sowohl in positiver als auch in negativer z-Richtung propagierende Wellen

&.5.(z,2,t) = €, (E x Fz) — B, H, 8)
Sy (x,z,t) = i—fiﬁ {cos(ﬁx(ac - d/2))ej(“’t$ﬁzz)} R {cos(ﬂx(x — d/2))ej(“’t$ﬁzz)} o
+6

=— cos? (Bo(z — d/2)) cos? (wt F B.2)
w
6. Begriinden oder korrigieren Sie die folgenden Aussagen:

(a) Der Grundmode (TEM-Mode) der verlustfreien Bandleitung ist dispersionsfrei.
Die Wellenzahl 3 = w,/ue des TEM-Modes ist eine lineare Funktion der Frequenz. Damit
ist dieser Mode dispersionsfrei

(b) Alle Moden der verlustfreien Bandleitung sind dispersionsfrei.

Ein Vergleich mit (7) zeigt, dass die Wellenzahl des néchst hoheren Modes keine lineare
Funktion der Frequenz ist. Diese Aussage ist damit falsch.
(c) Der Grundmode der verlustbehafteten Bandleitung (x # 0) ist dispersionsfrei.

Verluste in der Bandleitung kénnen durch eine komplexe Permittivitidt ausgedriickt werden,
e=(e+ J%) Damit ist die Wellenzahl wiederum eine nichtlineare Funktion der Frequenz.

Auch diese Aussage ist somit falsch.

(d) Die Anzahl ausbreitungsfihiger Moden steigt mit abnehmender Schichtdicke d

an.

Die Gleichung (7) lautet verallgemeinert:

g, =" 5= 52—(T)2, n=1,23.... (10)
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Die Grofle n wird auch als Modenzahl bezeichnet. Die Phasenkonstanten 3, werden mit
wachsender Schichtdicke kleiner. Es passen somit mehr Losungen in das Intervall 0 < 3, <
G. In diesem Intervall ist die Wurzel, und damit die Wellenzahl 3, reellwertig. Dieses In-

tervall kennzeichnet somit den Bereich der gefiithrten Moden. Auch diese Aussage ist somit
falsch.

Die Anzahl ausbreitungsfihiger Moden steigt mit gréfler werdender Frequenz
w an.

Mit groBler werdender Frequenz wird der Bereich der gefithrten Moden, das Intervall 0 <
By < B, vergroBert. Diese Aussage ist somit richtig.

Nr. Punkte
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Eine ebene Welle im Vakuum (e = ¢¢, 1 = po) mit dem elektrischen Feldvektor
E\(7) = Ege /M 7E,

tritt unter den Winkel ¢ auf eine ideal leitende, metallische Ecke (vgl. Skizze).

€0-Ho
K—» OO

1. Berechnen Sie das elektrische Feld mit Hilfe einer Uberlagerung von insgesamt vier
Teilwellen.

Zeigen Sie, dass sich das Ergebnis in der Form
E(z,y) = 4E, sin(k sin p z) sin(k cos ¢ y)e,

darstellen lisst.

Geben Sie auch das magnetische Feld an.

Die vier Teilwellen laut Skizze haben die folgenden Richtungsvektoren:

sin sin —sinp —sinp
ny = —Cos Ty = COS M3 = — COS N4 = CoOS ¢ (11)
0 0 0 0

Fiir alle gilt dieselbe Wellenzahl kg und Wellenimpedanz Z.

EN

=\

Fiir das elektrische Feld jeder Teilwelle (Index ) ist also

—

Ei = fiﬁo e_jkoﬁi.ng (12)

anzusetzen (mit r; = 1 und unbekannten ry,rs,74).
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Fiir die magnetischen Felder gilt

1 e 0 nyL,
H, = Z)ﬁi xE;  mit |n, | x| 0]|=[-nkE, ][,
0 B, 0
also
—Cosyp cos
7 E kot -7 = roF e
H, = =0 _ sin ¢ e ko1 T H, = 220 | sin o~ ikota T
ZO Z(]
0 0
—Ccos cos
— raF » — ryF oo
Hy = =3=0 sing |e gkotia-T H, = =4=0 sin e Tkoita-T
ZO Z(]
0 0

(Wahlweise auch direkt tiber Rechte-Hand-Regel).

Fiir die Argumente der Exponentialfunktionen gilt dabei

und k, = kg cos ¢:

—JjkoTiy - 7 = —jkyx + jkyy,
—Jko 113 - 7= jkyx + jkyy,

—jkoTig - 7= —jkyx — jkyy,
—Jko Ty - T = jkyx — jkyy.

Damit nun die Auswertung der Stetigkeitsbedingungen:

+ eTIkyy 4 £2e—jkyy + [36+jkyy 4 £4e—jkyy =0

+ e—jkxx +£2e—jkmx _’_zge—i-jkwx +£4€+jkx:c -0

Da die Stetigkeitsbedingungen fiir alle y erfiillt seien miissen folgt aus (18):

(1 +£3)e+jkyy + (19 +£4)e—jkyy =0
Aus (19) folgt analog:

(1 +ry)e %% 4 (rg +1y)et7h=" = 0

= r3=-—1 und ry=—r,.

= r9=-1 und r,=1

Die gesuchte elektrische Feldkomponente £, lautet also:

Ez (x7 y) = EO (e—szrﬂkyy _ e—chcw—Jkyy _ e+szm+Jkyy + e‘chcw—ﬁkyy)

=E, <(e—jkz:v — eIhe®) (e iRy e—jkyy)>

= By (—2jsin(kyx)) (27 sin(kyy)) = 4E, sin(kyz) sin(kyy).

(13)

(14)

(15)

mit den Abkiirzungen k, = kgsinp

(16)
(17)

(21)

(22)

Fiir das magnetische Feld kann man die gefundenen Faktoren oben einsetzen oder (einfacher)
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das Induktionsgesetz anwenden:

€ €y €
i B o 0 o 23
41 —jwuro = —jwp Oox Oy 0z ( )
0 0 E,
1 — 8Ez — 8EZ
e - e.CE - €y
—jwi oy Ox
4K
H, = 2k, sin(k,z) cos(kyy) (24)
u
4F
H, = Yk, cos(kyx) sin(ky,y). (25)

Jwp
2. Geben Sie den komplexen Poyntingschen Vektor an. In welche Richtung flie3t im

zeitlichen Mittel Energie? Deuten Sie dieses Ergebnis.

Der komplexen Poyntingsche Vektor berechnet sich zu

—

€x €y €.

§=§(ﬂxﬁ):§ 0 0 E,
H, H, 0
1 . S|E*. . .
S, = _§E2ﬂy = o ke sin(k,x) cos (kyx) sin® (kyy) (26)
1 . S|Ey?, . .
Sy §Ezﬁ:c ﬁky sin® (ko) sin(kyy) cos(kyy) (27)

Beide Komponenten von S sind rein imaginér: Im zeitlichen Mittel (Realteil des komplexen
Poyntingschen Vektors) fliefit also keine elektromagnetische Energie! Die berechneten Felder

beschreiben eine stehende Welle.

3. Geben Sie (u.a. in Abhingigkeit der Kreisfrequenz w) Koordinaten a und b an, so
dass bei x = —a und y = b metallische Winde eingebracht werden kénnen, ohne das

Feld fiir —a <z < 0 und 0 < y < b zu &ndern. Was fiir eine Anordnung liegt nun vor?

Fiir eine metallische Wand bei x = —a bzw. y = b muss die tangentiale elektrische Feldstirke

(jeweils E,(z,y)) zu Null werden, dies gilt fiir:

o=—=_ - 70 (28)
kpsing  wsingp

nm nmcy

= = 29
kocosp  wcosp (29)

k.a=mm =

kyp=nm = b

mit natiirlichen Zahlen m,n.

Es liegt also ein Resonator vor: Wiren (in einer Umkehrung der Herleitung) die Ordnungszah-
len m,n und die Abmessungen a, b vorgegeben, so konnte jeweils ein Einfallswinkel ¢ gefunden
werden, so dass beide Gleichungen mit der Resonanzfrequenz w;,,o des entsprechenden Schwin-

gungsmodes TM,, ,,,,0 erfiillt sind.

Nr. Punkte
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Gegeben ist ein idealer Hohlleiter mit den Abmessungen a und b = a/2 in z- und y-
Richtung, s. Bild. Im Bereich z < 0 ist der Hohlleiter mit dem Material der Permittivitit
€1, im Bereich z > 0 mit dem Material der Permittivitit 5 > ¢; gefiillt. Die Permeabilitit
der gesamten Anordnung sei pp. In z = ¢ > 0 ist der Hohlleiter mit einer ideal leitenden

Platte abgeschlossen.

1. Skizzieren Sie das Dispersionsdiagramm fiir den Wellenleiterabschnitt z < 0 fiir die

ersten fiinf ausbreitungsfihigen Moden und geben Sie den jeweiligen Moden-Typ

an.
A
xN
TE,,
TE,, TE,,
TE,, TE,,
™, ,TM,,
®

2. Geben Sie die maximale Kreisfrequenz an, bis zu der nur der Grundmode im Wel-

lenleiterabschnitt z < 0 ausbreitungsfihig ist.
Die maximale Kreisfrequenz ergibt sich aus der Dispersionsbeziehung

2
2 2 2 w . mT nm

und der Bedingung k., = 0 und b = § zu

Wemn = rS/m2 1 (2n)2. (31)
a
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Mit (m,n) = (0,1) = (2,0) ergibt sich dann
c
We,01 = We,20 = 2775- (32)

3. Geben Sie das elektrische und magnetische Feld des Grundmodes an und skizzieren
Sie die zugehorigen elektrischen Feldlinien.

Der TE p-Mode ist der Grundmode im Rechteckhohlleiter. Das elektrische und das magnetische
Feld sind durch

E, = Ak, sin (kyx)e mit k, o k. w? e (a> (33)
kxk ;

H, = —A~"Zsin (k,x)e 7" 4

o sin (kzx)e (34)
k2 "

H, = —A—% cos (kyx)e %7 35

= cos (1) (35)

gegeben (s. Skript).

vt

b A A A A A

»
a X

4. In z < 0 wird der Grundmode mit der Amplitude E, angeregt. Berechnen Sie das

elektrische Feld innerhalb der gesamten Anordnung.

Mit den Ansitzen

E, = Eykz(Eoe %1% 4 B, 17717 ) sin (k,x) 2 < 0 (36)
Ey = é’yk:m(Et,ge_ij?Z + Engejkﬂz) sin (kyx),z >0 (37)

mit

kz,l = \/wz,uosl - <g)2 (38)
kz72 = \/w2,u052 - <§)2 (39)

T
hy = 40
a ( )

in den jeweiligen Teilrdumen und den Randbedingungen
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o Byl.—c=0
o i x (Ey—E})|,—0=0
o i x (Hy— Hip)|.eg =0
ergibt sich als Losung fiir die Konstanten

2B 22 (1 4 ¢%h=2¢)

E,.1=FE)+ 41
I g—f(l  ei%hs 20 (41)
2Fei?h=2¢
Bto = - 2k, 0c _ kz2 2k, ac (42)
1—e 2,2 —m(l—l-e 2,2 )
2F
ET’,2 = 0 (43)

1 — ei2kz2c _ Zz—f(l + ei2k=2¢)
Z,

5. Welche Leistung wird im zeitlichen Mittel in positiver z-Richtung transportiert ?

Im Raum z > 0 resultiert eine stehende Welle, d.h. im zeitlichen Mittel wird keine Leistung

transportiert.

Nr. Punkte
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Gegeben sei folgender Resonator mit ideal leitfihiger Berandung.
K>
VA

K—> ©

/’
\K—)OO

a) Leiten Sie die Wellengleichung fiir das Vektorpotential aus den Maxwell’schen Glei-

chungen her.

z.B.:

H = rotA (44)
rotH = rot rotA (45)
= grad divA — AA (46)
= jweE (47)
rotE = —juwrotA (48)
E = —jwurotA — grad® (49)
grad divA — AA = w?peA — jwegrad® (50)

Lorentz-Eichung;:
divA = —jwed (51)
= AA+KA=0 k? = w?ue (52)

b) Geben Sie ein einkomponentiges Vektorpotential fiir die TM-Moden an, mit dem

sich die Randbedingungen leicht erfiillen lassen.

Fiir TM-Moden:

A, (z,y,z) = Apsin(kyx) sin(kyy) cos(k.(z + d)) (53)

c) Berechnen Sie mit ihrem Ergebnis aus b) alle elektrischen und magnetischen Feld-

komponenten. Geben Sie die Separationskonstanten an.
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H =rotA (54)

H, = kyApsin(kgyx) cos(kyy) cos(k.(z + d)) (55)

H, = —kyAg cos(kzx) sin(kyy) cos(k(z + d)) (56)

H,=0 (57)

mm nmw I
E, = L%AO cos(kgx) sin(kyy) sin(k. (z + d)) (59)
Jjw

—kyk, Ay . .

E, = ;’Tgo sin(kgx) cos(kyy) sin(k.(z + d)) (60)

k2 +k2)A
L= (x,iy)o sin(kyx) sin(kyy) cos(k.(z + d)) (61)
Jwe
(62)

d) Fiillt man den Resonator mit (destilliertem) Wasser, verringert sich die Resonanz-
frequenz um den Faktor neun. Berechnen Sie die relative Permittivitit ¢, von Wasser

(mit Rechenweg!).

e, =81 (63)

e) Geben Sie die Bezeichnungen der entarteten Moden an, wenn a = 2b gilt.

2n=m (64)

f) Berechnen Sie die elektrische und die magnetische Energiedichte des TM;j;o-Modes

im Resonator als Funktion der Zeit. Interpretieren Sie das Ergebnis.

Elektrische und die magnetische Energiedichte des TM719-Modes:

H, = kyApsin(kyz) cos(kyy) cos(wt) (65)
H, = —kz Ay cos(kyx) sin(kyy) cos(wt) (66)
H,=0 (67)
E, =0 (68)
B,=0 (69)
E. = % sin(kyz) sin(kyy) sin(wt) (70)
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15 = € 39

wel(t) = §E D = i‘E’ (72)
k2 + k2)2A42

= g( w2;’2) O sin? (k) sin®(kyy) sin?(wt) (73)

l= = p
Winag(t) = 5 H - B = §|H|2 (74)
g(k;Ag sin? (k) cos® (kyy) cos?(wt) + k2 A3 cos? (kyx) sin® (k,y) cos®(wt)) (75)

= (...) A% cos?(wt) (76)
Elektrische und magnetische Energiedichte sind um 7 /2 phasenverschoben.

g) Zeigen Sie, dass die elektrische und die magnetische Energie im Resonator im
zeitlichen Mittel gleich sind.

T
k*A3d
- / / walt)dv = 20 (77)
0V
’ k2A%d
_ / / Wmag(B)aVdE = H 20 (78)
16
0V
Zu zeigen:
k4
2 pk? (79)
]{72
e w? (80)
E*c? = w? O (81)

Nun werde der Resonator mit einem verlustbehafteten Material mit tan § = 10~* homogen

gefiillt und der TM;;p-Mode angeregt.

h) Transformieren Sie die magnetische Feldstéirke am Ort z = g, y =0 und z = 0 in den
Zeitbereich und skizzieren Sie ﬁ(t) qualitativ iiber zwei Schwingungsperioden.

Hinweis: Setzen Sie die Kreisfrequenz komplex an.

Magnetische Feldstirke am Ort z = 5, y = 0 und z = 0:

Hx(g, 0,0) = kyApsin kyx cos kyy (82)
a
k
w=— (84)
VIE
- (55)

VHIEVT — jtand
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mit der Niherung fiir schwache Verluste folgt

k
- VEE(L — 4 tan §)
B k i 0.5k tan ¢
~ /E(1—0.25tan?6) © \/jE(1 — 0.25tan? o)

H,(t, g,O, 0) = kyAg cos(wyt)e i

Qualitative Skizze:

ky AO ! T T T

~ky AQ - - -
0 T/2 T 1.5T 2T



