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1. Geben Sie den Feldwellenwiderstand 7, sowie die Wellenzahl k., im Inneren der

Platte in Abhéngigkeit von ¢, an.
Wellenzahl und Feldwellenwiderstand nach Skript:

k = w\/IEoer (1)

z= ]t
E0Er

2. Skizzieren Sie die Anordnung und geben Sie fiir alle Raumteile einen Ansatz fiir
die elektrische wie auch magnetische Feldstirke an. Leiten sie aus den Stetigkeits-

bedingungen ein Gleichungssystem fiir die Reflexions- und Transmissionsfaktoren
ab.

Ansitze fiir alle drei Raumteile (Skript Kapitel 7.3.2):
E.1 = Ey <€7jk212 + Tlejk’dz)
E.o = Ej (tge_jkzzz +r €jk22z)
;1:3—E0<t ~kea(e= b)

<67]kzlz _ e]kzlz)

t26 Jkz2z _ ejk222>
<t3e—jkz23(z—b)>

Hier gilt wegen gleicher Materialien: Z; = Zs = Zy; k.1 = k,3. Weiterhin sind die folgenden
Stetigkeitsbedingungen zu erfiillen:

E.(07) = E,(0")
H,(07) = H,(0")
E.(b7) = E.(b")
Hy(b™) = H,(b").
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Setzt man diese ein, folgt das Gleichungssystem:

14+r=to+1rs (2)
Zo

1—r =22 (ty — 3

n=g (t2 —12) (3)

toe 7R304 poelhe2l — g (4)
. . 7z

tge_jk22b — ’I“erkzzb = itg. (5)
Zp

3. Leiten Sie aus dem Gleichungssystem eine Bedingung fiir k.2 im Inneren der Platte

her, sodass im Raum vor der Platte keine reflektierte Welle existiert (Rechnung!).

Reflexionsfrei bedeutet in diesem Ansatz: r; = 0. Daraus folgt (Setze (2) = (3)):

Z
Z*Z(t2—7“2)=752+7"2
Z _
tol =ry mitD = 22—, 6
241 ©)

Setze nun (4) in (5) ein, und ersetze nach (6). Danach tritt ¢ in jedem Ausdruck auf und entféllt
komplett. Ubrig bleibt:
—jka2b kaob _ 22 (kb jk22b
e JRz2 71—‘6] z2 :7<6 JRz2 +F6'7 22)
0
1 — Ded2k=2b — é (1 + Feﬂkﬂb)
Z

0
Zy ; Zy
1— 22 =Tef?k=2b (1422,
Zy © " 2y
Setzt man I' wieder ein, folgt:
eI=2b — 1,

Die 1 ldsst sich als €/2"™ mit n = 0, 1,2, ... darstellen. Damit folgt fiir die gesuchte Bedingung:

kzzb = nm. (7)

4. Bestimmen Sie aus der oben gefundenen Bedingung eine Funktion &.(w,b), sodass
die Anordnung immer reflexionsfrei ist (Hinweis: sollten Sie in der vorigen Aufgabe
keine Bedingung gefunden haben, benutzen Sie bitte: k.» = 7).

Setzt man (1) und (7) ineinander ein, so folgt:
% = W/ HUEQET-
Elementare Umformungen liefern:
(nm)?

(0 = bz
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5. Begriinden Sie anhand des Gleichungssystems aus Aufgabenteil 2, dass im Raumteil
hinter der Platte immer eine Welle existiert, wenn nicht 7, = 0 gilt. Fiir welches

Material gilt dagegen 75 = 07

Ist t3 = 0 folgt aus (4) dass to = 0 und r9 = 0 sein miissen. Dieser Zusammenhang fiihrt in
Gleichungen (2) und (3) auf den Widerspruch: r; = 1 Ar; = —1. Fiir PEC (Perfect Electric
Conducting) gilt: Zs = 0.

Nr. Punkte
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Eine Welle trifft aus dem Halbraum 1 unter dem Winkel ®. zur Flichennormalen ¢, auf

die Grenzfliche zum Halbraum 2.

817 l"lO

N
7

82’ MO
o
Es gelte

Ee(7,t) = (Bealy + Eey€y + Bepdy)e /0T | Ee,z| > 0. (8)

1. In welchem Verhéltnis miissen die Amplituden E., und E,., stehen?

E muss senkrecht auf n, stehen.

sin &,
ne = | — cos @, (9)
0
E,, sin @,
= |E.,| |—cos®|=0 (10)
E,. 0
= E,,sin®. = E, , cos P, (11)
B
= tan &, = —Ee’y (12)

e,z

2. Es gelte . = 45°. Welche Gleichungen miissen die Amplituden erfiillen, wenn die
ebene Welle (a) linear, (b) zirkular und (c) elliptisch beziiglich der Ausbreitungs-

richtung polarisiert sein soll?

Bei @, = 45° gilt tan @71 und daraus folgt £, , = E, .

(a) linear: ng + Eg,y = E. . (in Phase)

e,z

(b) zirkular: \/E?, +E2, =E,, ¢’Z (Betrag gleich, Phase 7/2)

(c) elliptisch: z.B.: 0.5, /EE,Z —I—Eéy =EK., ¢’z (Betrag #, Phase nicht nm/2)
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. Stellen Sie alle Gleichungen fiir die Randbedingungen der ebenen Welle bei y = 0 (fiir
beliebige ®.) auf. Wie lauten Amplituden— und Phasenbedingungen? Vereinfachen
Sie die Gleichungen der Randbedingungen soweit, dass keine Amplituden mehr

darin auftreten!

e,x =r.x =tz
E ()= |E,, | e E()=|E,, |/ E(f) = |E,, |7 (13)
Ee}z E’I",Z Et,z
. Ee,z ) L Er,m ) L . ﬂt,z o
H,(7)=|H,, |77 H.(")=|H,, | e H(f)=|H,, [e/>"" (14)
Ee7z ﬂr,z ﬂt,z
1 = W/ o1 2 = Wy/H0E2
B V B (15)
sin @, E, .
7 L (o B et L ’ 3By
i, = (i xE.)e =7 | [ oo | < | B | | € (16)
0 E..
1 — COSs (I>€EE,Z
= sin®.E, e IbmeT (17)
1 k)
cosP.E, , +sin®E, ,
Zi= |2 (18)
€1
sin @, E, .
7 (B eimmr L ’ 3B
H, = (7 x E,) e =7 | [eoser | < | 2 | | (19)
0 Er,z
1 cos L, .
= —sin®.E, eI (20)
1 b
— cos @eﬂm + sin @eﬂr’y
o, =, (21)
sin (I)t Et z
7 o 1 7\ B _ L ’ i
H, = Zs (nt X Et) e Zs —cos®, | X | E, e (22)
0 Et,z
1 —cos Pl ,
= —sin®E, , e~ dPamiT (23)
2 bl
cos @1 E, , + sin @tﬂt,y
Zo= |20 (24)
€2

Die Randbedingungen lauten

—

(a) E,,, stetig in der Ebene y = 0,

tan

(b) H,,, stetig in der Ebene y = 0.
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Daraus ergeben sich

[Eepe 7T 4 By e T g = [By e (25)

[Ee e /PeT 4 B, eI g = [B, e TR (26)
und

[ﬂe,me_jﬁmqef + ﬂr,ze_jﬁlnqr'F]y:O = [ﬂt,ze_j&ﬁt.qy:() (27)

[ﬂe,ze_jﬁm}F + ﬂr,ze_jﬁlnlf]y:() = [ﬂt,ze_j@n}qyzo- (28)

Fiir die Amplituden gilt die Bedingung
Ee() + Er) = Eu()- (29)
Die Phasenbedingung lautet
P - 7, _g = Buniy - Ty = Bomy - Tl - (30)
Aus der Gleichheit der ersten beiden Ausdriicke erhilt man ®, = ®,..
Die elektrischen Stetigkeitsbedingungen vereinfachen sich unter Beriicksichtigung der Phasenbe-
dingung zu
Ee,m + E’r,x = Et,x =1 + p = tp (31)
Ee7z +E7ﬂ7z - Et7z = 1 + TS - tS (32)

Die magnetischen Stetigkeitsbedingungen vereinfachen sich unter Beriicksichtigung der Phasen-

bedingung zu

Z2(Ee,a: + Er@) = Zlﬂt,x (33)
= Zo(—E, ,cos P +15E, , cos®e) = Z1(—cos Pyt E, ) (34)
= Zy(—cos P, + 1r5cos Do) = —Z1ts cos Dy (35)

und

ZQ(ﬁe,z + ﬁr,z) = Zlﬂt,z (36)
= 7y (Ee,y sin® + E, , cos ®. + E, , sin®. — E, , cos o) =27, (Et,w cos ®; + E, , sin Dy).

Es gilt

E , 6 =E  tan®, E. =-E  tand, E, =FE, tan®,. (37)

= Zs(tan @, sin @, + cos ®, + r,(— tan @, sin . — cos P.)) = Z1(t, cos Dy + tan P, sin @y).

(38)
In der Klausur nicht gefordert: Auflésen...
(32) eingesetzt in (35) liefert:
Zy(—cos @, +rgcos @) = —Z1(1 + rs) cos b, (39)
= —Zycos P, + 179 cos®, = —Z1 cos Dy — Z17r, cos Dy (40)
r = Zy cos®, — 77 cos Py (41)

~ Zy cos®, + Z; cos P,
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(31) eingesetzt in (38) liefert:

ZQ Zl

1 (=1 -1) = 1 -1 42
cosq)e( +rp-(=1)-1) cos@t(( +rp) - 1) (42)
o — ZQ’I"p _ 71 + Zl?”p (43)
cos @, cos ®y
= Zycos @y — rpZycos @y = Zy cos D, — 1,21 cos e (44)
Zy cos®; — 71 cos P,
» Zy cos P, + Z1 cos ®, (45)
4. (a) Leiten Sie aus Ihrem vorigen Ergebnis das Brechungsgesetz ab.
Aus der Gleichheit der beiden rechten Terme in der Phasenbedingung folgt sofort
B1 [ﬁ;’ : F]yz() = B sin @, (46)
Ba[nt - T]y=0 = Pz sin Py (47)
1 8in e = (o sin Oy (48)
@ _ sin ®; (49)
,32 sin (I)e
(b) In welchen Fillen tritt Totalreflektion auf? Was gilt hierbei fiir ®,?
sin @eé =sin®; > 1 (50)
B2
=0, eC (51)
5. Die Losungen der Gleichungen beziiglich der Reflektionsfaktoren lauten
Zy cos®; — Z1 cos P, Zy cos®, — Z1 cos P, (52)
r, = ry = .
P 7y cos®; + 21 cos P, — Zy cos P, + Z; cos Py

Zeigen Sie, welcher der beiden Reflektionsfaktoren beim Brewsterwinkel bei die-
ser Anordnung verschwindet. Was bedeutet dies fiir die Polarisation des dennoch

reflektierten Anteils einer zirkular polarisierten Gesamtwelle 7
(a) p-Fall: Aus r, = 0 folgt:
Zocos ®; = Z1 cos D, (53)

Mit dem Brechungsgesetz erhélt man den Ausdruck

gz tan &, = gll tan @, (54)

B =wypoer 21 = lg (55)
B2 = wy/ g2 Zz = g (56)
tan @, g2 (57)

tan®;, &
D.h. in diesem Fall verschwindet der Reflektionsfaktor bei bestimmtem Einfallswinkel und

Materialien.
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(b) s-Fall: Aus ry = 0 folgt:

Zocos ®, = Z7 cos Dy (58)
Mit dem Brechungsgesetz erhilt man den Ausdruck
i) tan @, = ] tan @, (59)

Z3 A

J220]
tan ®, /1oc2 \/ e2
o i %e VA2V 22 Mo (60)
tan @y \/pog1  Jro o
€1

Kein Brewsterwinkel fiir rein dielektrischen Ubergang!

Die reflektierte Welle ist linear polarisiert.

Nr. Punkte
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Gegeben ist ein rechteckformiger Hohlleiter mit ideal leitender Berandung, s. Skizze.
Der Raum z < 0 des Hohlleiters ist mit einem Material der Permittivitit ¢; gefiillt, der
Raum z > 0 ist mit einem Material der Permittivitit co gefiillt. Die Permeabilitidt der

gesamten Anordnung sei pyg.

y A
Abmessungen Hohlleiter:
K—> 00 e in z-Richtung:
/ —a/2<zx<al2
&1
Y e in y-Richtung:

O<y<bmitb=2-a

&My /

Zunichst gilt im gesamten Raum innerhalb des Hohlleiters ¢; = es.

1. Bestimmen Sie das Dispersionsdiagramm (A-D) fiir den oben skizzierten Hohlleiter
aus den nachfolgenden Diagrammen, siehe nichste Seite (Keine Mehrfachauswahl!).
Begriinden Sie kurz Ihre Wahl.

Abbildung 2: B da:

e Rechteckhohlleiter kein TEM,
e 1-Achse: Frequenz, y-Achse: k,,
e k., =0 fir f < f.
2. Wie lautet die Dispersionsgleichung fiir den oben dargestellten Hohlleiter.
wuer = k2 + k:; + k2
3. Bestimmen Sie den Grundmode und geben Sie den Frequenzbereich an, bei dem

nur der Grundmode ausbreitungsfihig ist. Kennzeichnen Sie diesen Bereich im aus-

gewihlten Dispersionsdiagramm.

e Grundmode TEy; da w/a > 7/b — fi9 > fo
e Kennzeichnung im Bild
o ¢1/(4a) < f <c1/(2a) mit ¢; = 1/ /101
4. Bestimmen Sie die ersten entarteten Moden des Hohlleiters (Mit Begriindung).

Erster entarteter Mode:
TElOZTEOQ dab=2-a

mit fi0 = fo2
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5. Nun wird der Frequenzbereich so gewéhlt, dass die Moden T E;y und T Ey; ausbrei-
tungsfihig sind. Wihlen Sie einen geeigneten Vektorpot entialansatz und bestimmen
Sie daraus die elektrischen und magnetischen Feldgréf3en der beiden Moden so, dass

sich die Moden in positiver z-Richtung ausbreiten.

Verschobener Ansatz Vektorpotential + — = — a/2 um Randbedingung E,(x = £a/2) = 0 zu

erfiillen.
Ay, 2) = Cisin (ky (z — %)) Cssin(kyy) ez g,
C5 cos (k:x (az -5 Cy cos(kyy)
E =rotA,(z,y,2)

& & &
E=\|d/dz d/dy d/dz
0 0 A,

Randbedingungen:

Ey(x=—a/2)=Ey(r=+a/2)=0—-C; =0, k; =

Damit gilt fiir das Vektorpotential:

A(z,y,2) = Csin (km (1’ — g)) cos(kyy)e Ih* . &,

Fiir TE10
s
o m —jk.z >
FE19 = Cqg cos <73:) e IE gy
a
Clo=——
a
Fiir das H-Feld gilt
ﬁlO = — rotE
WHo
€y €y €,
rot(E - €y) = |d/dx d/dy d/dz
0 E, 0
dE dE
rot(E - €,) = —d—ye} + chng
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Fir TE01
T
ky = g, kat = 0
- . ™ —jk.z >
FEy1 = Cpy sin (Ey> e I%E g,
s
COI - —EC

Fir das H-Feld gilt

ﬁm = —= rotE
Jwho
€ ey €y
rot(E - €,) = |d/dx d/dy d/dz
E, 0 0
. dE, dE,
rot(E - é;) = d; €y T; z
C Y SN T L\ s
Hoy = ﬁ (— sm(gy)]kzzey -3 cos(gy)ez) e Ik=2
C . /TN, 7 N
o = = (Jkesin (Gu) & + 3 cos (Fu) &) e 7%

6. Bestimmen Sie den gesamten Leistungsfluss durch eine beliebige Fliche z = kon-

stant. Hierbei sind nur die beiden Moden T E;y und T Fy; zu beriicksichtigen.
N=% / §dA
A
dA =&, dz dy

Bedingt durch Modenorthogonalitéit

a/2 b
1 4 - — —
N =% / /2(E10><H*10+E01 XH*Ol)gz dy dx
—a/2 0
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mit

- o Chol%k
(B0 x H*19) - €, = Bz - Hip, = _[Crolks cos” (15’3>
a

wi
B T > * ‘001’2]{2 . ™
By - 2 )
a/2 b ) )
N = léR / /_|010’sz082 (Ez) + Msinz (Ey) dy dx
2 Wi a ) b
—a/2 0
abk,
N = Zop (Cuol* = [Con)
abkz 7'1'2 2 71'2 9
abk, [ w2 P )
N = doops <4a2’04’ —ﬁfcﬂ >
abk, 72 (1
N= dwp a? (4|C4|2 B |Cl|2>

Nun wird der Bereich z > 0 mit einem Material der Permittivitit ¢, gefiillt.

7. Bestimmen Sie €3 so, dass nun nur der Grundmode im Raum 2 > 0 des Hohlleiters

ausbreitungsfihig ist.

Allgemein gilt:

\/UJQ;LE —kZ—kZ=k,

Fiir Wellenfiihrung in z-Richtung muss gelten:

wQ,ue—k:g—k‘; >0
damit k, € R

Hier soll T'Ey; gefithrt werden und T E1¢ nicht gefithrt werden,
fir T Ey; gilt:

7T
wQ,ueg — k:; >0
fir TEqq gilt:
m

w2u52 — k‘g <0
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Daraus folgt dann die Bedingung fiir €9

2 k2
2, 7>
21 s 2 1
a2 W~ %27 202 w2
2 w2 1
ﬁ'72 >52>42 72”
Anderer Ansatz
Fiier T Eqp gilt
2 T 2 .. .
Wi e > (a) Wellenfithrung fiir z < 0
2
w%u&?g < (g) keine Wellenfithrung fiir z > 0
£1 > €9
Fiier T Eyp gilt
9 T\2 w2 .. ..
wh e > (%> =32 Wellenfithrung fiir z < 0
2
wipes > (;) Wellenfiithrung fiir z > 0
a
g9 > r
2 4a2w3p
2
€1 >€9 > —5—5—
L 4a2wip

Nr. Punkte
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Gegeben sei ein idealer Hohlleiter mit dem abgebildeten Querschnitt in Form eines Halb-

kreises.

a) Bestimmen Sie die Feldgrélen und die Cut-Off-Frequenz des Grundmodes.
Hinweis: Formelsammlung im Anhang beachten!

Mit Hilfe der Formelsammlung im Anhang kann ein z-gerichtetes Vektorpotential wie folgt angegeben

werden.

A, = CJm(KQ) {Sin(mgp) } e$jkzz (61)

cos(mey)
Alle anderen Kombinationen erfiillen die Randbedingungen in ¢ = R nicht (K = 0) oder sind im

Koordinatenursprung singulér (N,,(K g)). Die elektrische Feldstirke berechnet sich gemaf:

= -~ L 10A, _ 0A,

E=rotA=¢,——— —e,——. 62

In den Flichen ¢ = 0 und ¢ = m muss die p-Komponente der elektrischen Feldstérke gleich Null sein.

Damit entfillt im Ansatz des Vektorpotentials die Sinus-Funktion.

F-c (-@’Z%(Kg) sin(mig) — @K J}, (K o) cos(mw) e (63)

Die kleinste Nullstelle einer Ableitung der Besselfunktionen J,, hat die Ordnung m = 1. Die Randbe-
dingungen in ¢ = 7 sind fiir m = 1 ebenfalls erfiillt. Der Grundmode ist wie beim Rundhohleiter der
TEH-Mode, mit
-/
K= % und k2 = w?pe — K2 (64)
Demnach ergibt sich die Cut-Off-Frequenz zu

=0 = w:izﬁ. (65)
z VEIE  Ry/ue

Die magnetische Feldstéarke folgt aus:

. -1 - -1( _0E, _0E, @& (0(oE,) OFE
H=—10tE=— (€t +Ep 2+ — -2 ).
jwumt jwu( €05, +é, 9, + . < 30 9y (66)

- c(., . LM .
H = m <eg(IijZ)KJ;n(K,Q) cos(myp) — €<p(¢]kz)EJm(K9) sin(my)

g m’ ‘
+ ?Z <—KJ7/n(KQ) ~ K?J;(Ke)) + QJm(K9)> COS(msO)> etk (67)
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Aus zwei Abschnitten eines solchen Wellenleiters wird ein Resonator gebaut. Der Re-
sonator ist an seinen Enden bei z = 0 und z = ¢ + d ideal leitend abgeschlossen. Der
Raum 0 < z < ¢ ist mit Material der Permittivitat ¢; gefiillt und der Raum c < z < d mit

Material der Permittivitit 5. Die Permeabilitit ist im gesamten Raum gleich u.

b) Ermitteln Sie die Eigenwertgleichung zur Bestimmung der Resonanzfrequenzen des

Resonators.

Es wird in jedem Raumteil (Index 1 oder 2) eine Uberlagerung zweier Wellen angesetzt, wobei eine in
positiver z-Richtung propagiert (Amplitude C"), und die andere in negativer z-Richtung (Amplitude
c).
In 2z =0 und z = e = ¢ + d muss die tangentiale elektrische Feldstérke gleich Null sein. Es folgt:
C{=-C; und C’;e_jk”e = —C’Q_ejkz26 (68)
In z = ¢ muss die tangentiale elektrische Feldstérke stetig sein.
C’fe_jkﬂc + C;e—l—jkﬁc — C';e_jkﬁc + C;e+jkz2c (69)
Gleiches gilt fiir die tangentiale magnetische Feldstérke.
kzl (Cfe_.jkzlc _ C;€+ij1c) — kz? (C’;e_jkz2c _ C;€+jkz26) (70)

Mit Hilfe der Gleichungen (68) werden in (69) und (70) die Amplituden der riicklaufenden Wellen

substituiert.

Cf_ <€7jkzlc _ e+jk‘z1C> — C;‘ (e*jkzZC _ 67j2k2266+jkz2c> (7]_)
kzlcf_ (efjkzlc + e+jkzlc> — kZQC;_ <€*j1€226 + efj2k2266+jk220) (72)
Bildet man den Quotienten diese beiden Gleichungen erhilt man die Eigenwertgleichung.
(efjkzlc _ e+jkzlc) (e+jk‘z26€7]~kz2c _ efjk'z26e+jk220)
. . = . . . . (73)
kzl (e_.]kzlc + €+]kzlc) sz (e+]kz2e€_]kz2c + e_]kz2e€+]kz2c)
Eine etwas kompaktere Darstellung ist die Folgende.
sz -
T tan(k;1c) = tan(k,2d) (74)
z1
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Mit Hilfe der Beziehung (64) kénnen k.1 und ko substituiert werden, und Losungen fiir die Frequenz

w gesucht werden.

Nehmen Sie an, anstelle des Halbkreishohlleiters werden die unten abgebildeten Hohl-

leiter a), b) oder c) verwendet, um den Resonator zu bauen.

c) vl

€,
- 2R H

2R

Geben Sie qualitativ an, wie sich die Felder und die Cut-Off-Frequenz des Grundmodes
#indern. Welchen Einfluss haben diese Anderungen auf die Eigenwertgleichung und auf

deren Losungen, den Resonanzfrequenzen.

Die Form der Eigenwertgleichungen (74) bleibt in allen drei Fillen gleich. Im Allgemeinen dndern sich
jedoch die Frequenzabhéingigkeit (Dispersionsbeziehung) der Phasenkonstanten k., /. Eine Ausnahme
bildet der zweite Fall b). Das Feldbild des TE;;-Mode kann durch Spiegelung an der z-Achse aus dem
Feld des Halbkreishohlleiters bestimmt werden. Die Dispersionsbeziehungen sind identisch und damit

auch die Resonanzfrequenzen.

Im Viertelkreishohlleiter a) kénnen keine Feldlosungen nach obiger Rechnung mit m = 1 existieren.
Das Feldbild des Grundmodes dndert sich somit. Da eine Entartung der jeweiligen Moden nicht in
Frage kommt #ndert sich auch die Dispersionsbeziechung des Grundmodes. Die Cut-Off-Frequenz ist

grofer als zuvor und es stellen sich andere Resonanzfrequenzen ein.

Das Feldbild des Grundmodes im quadratischen Hohlleiter ¢) “dhnelt” zwar dem Grundmode des
Rundhohlleiters, ist letztlich jedoch unterschiedlich. Dem entsprechend &dndern sich auch die Disper-
sionsbeziehungen und die Resonanzfrequenzen. Da der Grundmode entartet ist, wird im folgenden
beispielhaft der TE1g betrachtet. Es gilt:
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Die Cut-Off-Frequenz des Grundmodes ist somit kleiner als zuvor.

Anhang:
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